Модельная задача для поверхностей второго порядка положительной кривизны

Н.Н.Солохин

Основная задача теории бесконечно малых изгибаний поверхностей состоит в отыскании нетривиальных полей смещений, удовлетворяющих основному уравнению 
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 – радиус-вектор точки поверхности, 
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 – поле смещений при бесконечно малом изгибании поверхности. Если поверх​ность подчинена тем или иным связям, то при интегрирова​нии этого уравнения необходимо учесть также эти связи, то есть нужно отыскивать нетривиальные поля смещений, которые совместимы с наличными связями [1, c. 385]. 

Из основного уравнения следует, что 
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 – некоторая вектор-функция, определяющая вращение при бесконечно малом изгибании поверхности некоторой её элементарной площадки. Векторное поле 
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 называют полем вращений [1, с.412].

При исследовании бесконечно малых изгибаний поверхностей с краем на поведение поверхности при деформации накладываются различные краевые условия. Обычно эти условия состоят или в ограничениях на способ изменения прост​ранственного расположения края (кинематические связи) или же на характер изменения каких-либо геометрических характе​ристик поверхности вдоль края. Например, бесконечно малые изгибания скольжения относительно плоскости – это деформации, выражаемые краевым условием 
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 – нормаль плоскости. Если вдоль края 
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 поверхности 
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 задано векторное поле 
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 и если деформации 
[image: image12.wmf]U

 ищутся с краевым условием 
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, где с − заданная вдоль границы поверхности скалярная функция, то говорят о бесконечно малых изгибаниях обобщенного скольжения. Если деформации поверхности ищутся с условием вида 
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 − нормаль к поверхности, то говорят об условии обобщённого поворота.

Кроме того, рассматриваются и смешанные внешние связи вида


[image: image16.wmf])

(

)

)(

(

)

)(

(

s

n

V

s

l

U

s

g

b

a

=

+

                                                   (1)
где 
[image: image17.wmf]U

 и 
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 – векторные поля смещения и вращения бесконечно малого изгибания поверхности, 
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 – векторное поле, заданное вдоль края поверхности, 
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 – вектор нормали поверхности 
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 – некоторые функции длины дуги 
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, заданные вдоль границы поверхности.
Граничное условие (1) называется квазикорректным с р степенями свободы, если однородное условие (с=0) совместимо точно с р линейно независимыми бесконечно малыми изгибаниями поверхности S, а неоднородное условие совместимо с бесконечно малыми изгибаниями для любой функции с. Векторное поле 
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 называется собственным, если условие (1) не является квазикорректным [2, с. 152].

Пусть поверхность отнесена к некоторой системе координат 
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 составляют базис координатной системы 
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. Удобно ввести также сопряжённый базис 
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 - контравариантные и ковариантные составляющие метрического тензора поверхности, 
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 - дискриминант этой метрической формы. Далее, будем считать, что 
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 - сопряженно-изотермические параметры.  

В базисе 
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 вектор смещения имеет разложение 
[image: image40.wmf]n

u

r

u

U

i

i

0

+

=

, 
[image: image41.wmf]2

,

1

=

i

.

Следуя [1, с.403] введём комплексную функцию изгибания 
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Внешняя связь (1) для функции смещения 
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 записывается в виде:
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Для однопараметрического семейства внешних связей
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где 
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 – вещественный параметр, 
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, получаем, что внешняя связь (1) запишется в виде:
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где 
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Теорема. Пусть 
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 – кусок поверхности второго порядка положительной кривизны 
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, подчинённый на краю внешнему условию (3), где 
[image: image64.wmf]S

s

¶

Î

, 
[image: image65.wmf]S

l

Î

r

, векторное поле 
[image: image66.wmf]l

 и функции 
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 исключая быть может дискретный ряд значений 
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Доказательство: Рассмотрим однопараметрическое семейство задач
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к которому приводится краевое условие (3) (здесь 
[image: image75.wmf]w

K

g

iw

ˆ

=

).

Рассмотрим однородную задачу (5) (при 
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Обозначим 
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Решение 
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 принадлежит классу 
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 и определяется по формуле:
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где 
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 - обобщённый оператор Шварца уравнения задачи (6) в области 
[image: image84.wmf]D

. 

Так как 
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 и имеют место следующие равенства:
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где 
[image: image90.wmf]c

 - комплексная константа, а интегрирование про​изводится по любой кривой, соединяющей начало координат с точкой 
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Оператор 
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 ограниченная, а оператор Шварца 
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 непрерывный, то имеет место оценка:
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где 
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 не зависит от функции 
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Оператор 
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 является впол​не непрерывным. Поэтому уравнение (7) имеет отличные от нуля решения не более чем для счётного множества 
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Таким образом, краевая задача (6) является квазикорректной при 
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, за исключением, быть может, счётного множества 
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. Этим значениям соответствуют собственные векторные поля условия (3).

Результат, сформулированный в доказанной теореме, смоделирован автором для сферических сегментов и для параболоида вращения.
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