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Математическая модель трансформации форм фосфора, азота и кремния в движущейся турбулентной водной среде в задачах динамики планктонных популяций
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Аннотация: в данной статье построена математическая модель трансформации форм биогенных веществ, содержащих фосфор, азот и кремний, в мелководных водоемах, подобных Азовскому морю. Модель учитывает поглощение и выделение питательных веществ фитопланктоном, а также переход веществ из одной формы в другую. Проведено исследование системы уравнений, описывающих модель, для чего выполнена линеаризация системы, построен квадратичный функционал. В результате исследования получены достаточные условия единственности решения задачи, сформулирована теорема.
Ключевые слова: фитопланктон, фосфор, азот, кремний, биоген, химико-биологический источник, уравнение конвекции-диффузии-реакции, линеаризация, единственность решения системы уравнений.

В настоящее время существует потребность моделирования биогеохимических процессов в водных экосистемах с целью их предсказания. Эта проблема актуальна для Азовского моря и в особенности для Таганрогского залива, подвергающихся эвтрофикации.

В данной статье рассматривается нестационарная пространственно-трехмерная модель трансформации форм фосфора, азота и кремния и их взаимодействия с планктонной популяцией, которая достаточно полно описывает биогеохимические процессы, происходящие в мелководных водоемах, подобных Азовскому морю[1-3].

Модель основана на системе уравнений диффузии-конвекции-реакции. Каждый блок модели описывается дифференциальным уравнением в частных производных вида[4]:
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 - химико-биологический источник, индекс 
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 указывает на вид субстанции, i(M, M={F1, F2, F3, PO4, POP, DOP, NO3, NO2, NH4, Si}.
Химико-биологические «источники» и «стоки» описываются следующими зависимостями[5,6]:


[image: image8.wmf](1)

iiiiiiii

FFFRFFDFFEF

RCKqKqKq

=---

,


[image: image9.wmf]3

1

ii

POPPFDFPDPOPPNPOP

i

RsKqKqKq

=

=--

å

,


[image: image10.wmf]3

1

ii

DOPPFEFPDPOPDNDOP

i

RsKqKqKq

=

=+-

å

,


[image: image11.wmf](

)

4

3

1

1

iii

POPFFRFPNPOPDNDOP

i

RsCKqKqKq

=

=-++

å

,


[image: image12.wmf](

)

(

)

44

2

3

4

42

1

324

()

1

(,,)

iii

N

NHNFFRFNH

i

N

fNH

RsCKqKq

fNONONH

=

=--

å

,


[image: image13.wmf](

)

2

242

23

1

3

32

4223

1

324

(,)

(1)

(,,)

iii

NO

N

NONFFRFNHNO

i

NNONO

q

fNONO

RsCKqKqKq

fNONONHqq

=

=-×+-

+

å

,


[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

32

23

1

3

32

23

1

324

,

1

,,

iii

NO

N

NONFFRFNO

i

NNONO

q

fNONO

RsCKqKq

fNONONHqq

=

=-×+

+

å

,


[image: image15.wmf]33

SiSiFDF

RsKq

=

,

где 
[image: image16.wmf]{

}

1,2,3

i

Î

, 1 – это 
[image: image17.wmf]ChV

, 2 - 
[image: image18.wmf]AFA

-

, 3 - 
[image: image19.wmf]Sc

, а 
[image: image20.wmf],,

ChVAFASc

-

 - символические обозначения видов планктона, 
[image: image21.wmf]i

FR

K

 - удельная скорость дыхания фитопланктона; 
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 - удельная скорость отмирания фитопланктона; 
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 - удельная скорость экскреции фитопланктона; 
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 - удельная скорость автолиза РОР; 
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 - коэффициент фосфатофикации РОР; 
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 - коэффициент фосфатофикации DОР; 
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K

 - удельная скорость окисления аммония до нитритов в процессе нитрификации; 
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K

 - удельная скорость окисления нитритов до нитратов в процессе нитрификации, 
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 - нормировочные коэффициенты между содержанием N и P и весом во влажном состоянии [7]. 

Скорость роста фитопланктона определяется выражениями:
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;
где KNF - максимальная удельная скорость.

Структура взаимодействия отдельных блоков модели имеет вид:
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Рис. 1. - Модельная схема биогеохимической  трансформации форм фосфора, азота и кремния. ChV – зеленая водоросль Chlorella vulgaris, AF-A – синезеленая водоросль Aphanizomenon flos-aquae, SC – диатомовая водоросль Sceletonema costatum, PO4 - фосфаты,  POP - взвешенный органический фосфор, DOP - растворенный органический фосфор, NH4,- аммоний, NO2 - нитриты, NO3 - нитраты, Si – растворенный неорганический кремний.
Присоединим начальные условия:
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и граничные
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 на цилиндрической боковой поверхности;
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 на свободной поверхности водоема; 
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где 
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- неотрицательные постоянные,
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, i({F1, F2, F3} учитывают опускание водорослей на дно и их затопление; 
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, i({PO4, POP, DOP, NO3, NO2, NH4, Si} учитывают поглощение питательных веществ донными отложениями.
Для получения условий существования и единственности задачи (1)-(5) проведем линеаризацию системы временной сетке 
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 линеаризуются в пределах каждого временного шага, а именно, вместо уравнения (1) рассматривается цепочка уравнений вида
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где 
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К начальным условиям (2) присоединяются следующие условия
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где 
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 - «финальное» решение задачи (6) для предыдущего временного интервала 
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Для линеаризованной системы построим квадратичный функционал, в результате преобразований которого и будут получены искомые условия[8,9]. Имеет место теорема.

Теорема. Пусть поставлена начально-краевая задача для линеаризованной по правым частям системы уравнений (6) с дополнительными условиями: начальными (2,7) и граничными (3-5).
Пусть 
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Тогда решение поставленной задачи существует и единственно.

Используя полученную математическую модель можно составить прогноз развития экосистемы на длительный срок и для различных значений входных параметров, разработав программный комплекс для многопроцессорной вычислительной системы[10,11].
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