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Расчет оболочек вариационно-энергетическим методом основан на 

принципе минимума полной потенциальной энергии системы (Э), численно 

равной разности работы внутренних сил (А) и внешних сил (Авн). Задача 

решается в перемещениях. Компоненты перемещения произвольной точки 

срединной поверхности оболочки 𝑢𝑘 вдоль осей криволинейной системы 

координат выбираются в виде бесконечных двойных рядов, члены которых 

состоят из произведения постоянных параметров 𝑞𝑟𝑠𝑘 , подлежащих 

определению  и линейно  независимых функций Ф𝑟𝑠
𝑘 , удовлетворяющих 

геометрическим граничным условиям 

𝑢𝑘 = ��Ф𝑟𝑠
𝑘

𝑛

𝑠=1

𝑚

𝑟=1

𝑞𝑟𝑠𝑘 ,   

В статье [10] приводится выражение для работы внутренних сил в 

матричном виде в криволинейной ортогональной системе координат  

𝐴 = 𝐸1𝑞𝑇 �� � 𝐹𝑇
𝛼2𝛼1

𝐻11𝐻22𝑅𝑇𝑁𝑅𝐹𝑑𝛼1𝑑𝛼2�  𝑞 = 𝐸1𝑞𝑇𝑆𝑞.  

Матрица F, содержащая аппроксимирующие функции    Ф𝑟𝑠
𝑘  , матрицы 

R, N , зависящие от геометрии срединной поверхности оболочки, её толщины 

и материала приводятся в [10].  Матрица  R, кроме коэффициентов первой и 

второй квадратичных форм, содержит символы  Кристоффеля второго рода  

Г121 , Г221 , Г122  и Г112 .  В случае ортогональной системы координат они могут 

быть выражены через параметры Ляме следующим образом: 

 Г121 =
𝐻11,2   
𝐻11

; Г221 = −
𝐻22   
𝐻112

𝐻22,1; Г1212 =
𝐻22,1   
𝐻22

; Г112 = −
𝐻11   
𝐻222

𝐻11,2 .   

Здесь 𝐻22,1 и 𝐻11,2 производные параметров Ляме соответственно по первой 

и второй координатам. После подстановки символов Кристоффеля матрица R 

будет иметь вид: 
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𝑅12 =
𝐻11,2

𝐻11𝐻22
;  𝑅13 = −λ11;  𝑅14 =

1
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;  𝑅21 = −
𝐻11,2

𝐻11𝐻22
;  𝑅25 =

1
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; 

 

𝑅32 = −
𝐻22,1

𝐻11𝐻22
;  𝑅37 =

1
𝐻22

;𝑅41 =
𝐻22,1

𝐻11
;  𝑅43 = −λ22;  𝑅48 =

1
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 ; 

 

𝑅51 = −
λ11,1

𝐻11
;  𝑅52 = −

λ22𝐻11,2
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λ11
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;𝑅56 =
𝐻11,1
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 ;  𝑅59

= −
𝐻11,2

𝐻11𝐻222
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𝑅512 = −
1
𝐻112

;  𝑅61 =
λ11𝐻11,2

2𝐻11𝐻22
;  𝑅62 = −

λ11𝐻22,1

2𝐻11𝐻22
+
λ22,1

𝐻112
;       
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+
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𝐻22𝐻112
;   𝑅67 =

λ11
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;𝑅69 = −
𝐻22,1

𝐻11𝐻222
;  
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+
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−
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1
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;𝑅82 = −

λ22,2

𝐻22
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; 

 

𝑅88 = −
λ22
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;   𝑅89 =
𝐻22,2
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;   𝑅812 = −

1
𝐻222

. 

 

𝐸1 =
𝐸(1 − 𝜇)

(1 + 𝜇)(1 + 2𝜇)
;   

0 R12 R13 R14 0 0 0 0 0 0 0 0 
R21 0 0 0 R25 0 0 0 0 0 0 0 
0 R32 0 0 0 0 R37 0 0 0 0 0 

R41 0 R43 0 0 0 0 R48 0 0 0 0 
R51 R52 0 R54 0 R56 0 0 R59 0 0 R512 
R61 R62 0 0 R65 R66 R67 0 R69 0 0 R612 
R71 R72 0 0 R75 R76 R77 0 R79 0 0 R712 
R81 R82 0 0 0 R86 0 R88 R89 0 0 R812 

 



 𝑞𝑇 = ((𝑞1)𝑇  (𝑞2)𝑇(𝑞3)𝑇);     (𝑞𝑘)𝑇 = �𝑞11𝑘 … 𝑞𝑟𝑠𝑘 … 𝑞𝑚𝑛𝑘    �, 𝑘 = 1,2,3. 

𝐻11,  𝐻22 −  параметры Ляме. 

Матрица  

𝑆 = � � 𝐹𝑇
𝛼2𝛼1

𝐻11𝐻22𝑅𝑇𝑁𝑅𝐹𝑑𝛼1𝑑𝛼2  

является блочной симметричной матрицей порядка 3mn × 3mn 

𝑆 = �
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�,  где 
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 – матрица порядка mn × mn 

𝜕𝐴
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

= 𝐸1 �
𝜕𝑞𝑇

𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘
𝑆𝑞 + 𝑞𝑇𝑆

𝜕𝑞
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

 � = 𝐸1( 𝑆 + 𝑆𝑇  )𝑞 = 2𝐸1𝑆𝑞,   𝑘 = 1,2,3;  𝑟

= 1,2, …𝑚; 𝑠 = 1,2, …𝑛.  

𝜕(𝑞𝑘)𝑇

𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘
= (0,0, … 1, …   0)  ,   𝑘 = 1,2,3;   𝑟 = 1,2, …𝑚; 𝑠 = 1,2, …𝑛.  

Все элементы этой матрицы будут равны нулю, кроме rs –того 

элемента, равного единице. 

Так как матрица S симметричная, то 𝑆 + 𝑆𝑇 = 2𝑆.     

Выражение для работы внешних сил имеет вид  

𝐴вн = ��� � 𝐻11𝐻22𝜈𝐿𝑘Фк

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2�

3

𝑘=1

𝑞𝑘 , где 

Ф𝑘 = �Ф11
𝑘 …Ф𝑟𝑠

𝑘 …Ф𝑚𝑛
𝑘 �;    𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3). 

𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 − проекция вектора интенсивности внешней нагрузки на оси 

прямоугольной декартовой системы координат. 

𝐿𝑘𝑇 = �𝑙1𝑘  𝑙2  
𝑘 𝑙3𝑘�- матрица, содержащая косинусы углов между осями 

прямоугольной декартовой системы координат и векторами криволинейной 

системы координат, связанной со срединной поверхностью оболочки. 



    
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

= ��� � 𝐻11𝐻22𝜈𝐿𝑘Фк

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2�

𝜕𝑞𝑘
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3
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. 

Так как только один элемент матрицы  𝜕𝑞
𝑘

𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘
  будет равен единице, а остальные 

нулю, то 

    
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

= � � 𝐻11𝐻22𝜈𝐿𝑘Ф𝑟𝑠
𝑘

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2. 

Если распределенная нагрузка действует вдоль оси x3 прямоугольной 

декартовой системы координат ( собственный вес конструкции ), тогда 

вектор 𝜈 = (0,0, 𝜈3) и 

𝐴вн = ��� � 𝐻11𝐻22𝜈3𝑙3𝑘Фк

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2�

3

𝑘=1

𝑞𝑘 . 

    
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

= � � 𝐻11𝐻22𝜈3𝑙3𝑘Ф𝑟𝑠
𝑘

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2. 

В случае нагрузки интенсивности p, направленной по нормали к 

срединной поверхности оболочки, матрица 𝐴вн приобретает вид 

𝐴вн = ��� � 𝐻11𝐻22𝑝Ф3

𝛼2𝛼1
𝑑𝛼1𝑑𝛼2�

3

𝑘=1
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𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠1

=
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠2

= 0;    
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠3

= � � 𝐻11𝐻22𝑝Ф𝑟𝑠
3

𝛼2𝛼1
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Введем матрицу  

𝐴внТ����� = �𝐴вн1 ,����� 𝐴вн2 ,�����
 𝐴вн3����� �), где 𝐴внк����� = � 

𝜕𝐴вн
𝜕𝑞11𝑘

… .
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠1𝑘 … 

𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑚𝑛𝑘

� ;𝑘 = 1,2,3.   

Из условия стационарности полной потенциальной энергии системы  

Э=А - Авн ,  получаем  3mn линейных  уравнений для определения 3mn 

неизвестных коэффициентов 𝑞𝑟𝑠𝑘 . 

𝜕Э
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

=
𝜕𝐴
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

−
𝜕𝐴вн
𝜕𝑞𝑟𝑠𝑘

,   𝑘 = 1,2,3;   𝑟 = 1,2, …𝑚; 𝑠 = 1,2, …𝑛.  

𝐸12𝑆𝑞 − 𝐴вн�����
  = 0;    𝑞 =

𝐴вн�����
 𝑆
𝑇

 

2𝐸1
.   
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