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Введение 

Задачи, рассматриваемые на транспортных сетях, в частности, 

потоковые задачи являются актуальными, поскольку позволяют решать 

широкий круг практических задач, а именно, задач нахождения 

максимального количества потока, которое можно передать по дугам сети, 

нахождения минимального по стоимости маршрута перевозки заданного 

количества единиц товара и пр. Потоковые задачи нахождения 

максимального потока и потока минимальной стоимости в транспортных 

сетях широко освещались в литературе авторами [1, 2, 3]. Но в условиях 

реальной жизни в данных задачах необходимо учитывать, что такие 

параметры транспортных сетей, как пропускные способности и стоимости 

перевозок не могут быть точно известны. На данные параметры влияют 

различные экзогенные и эндогенные виды неопределенности [4], в частности, 

пробки на дорогах, ремонтные работы, колебания в ценах на бензин, 

следовательно, мы приходим к потоковым задачам в транспортных сетях в 

нечетких условиях [5]. Данная область является менее исследованной, 

подобные задачи были рассмотрены в [6]. 

Потовые задачи, описанные ранее, можно отнести к статическим, так 

как при их рассмотрении не учитывается параметр времени прохождения 

потока по дугам сети. В действительности, поток затрачивает определенное 

время, чтобы добраться от начальной вершины дуги к конечной. 

Следовательно, мы приходим к «стационарно-динамическим» задачам. 

Данные модели предполагают не мгновенное прохождение потока по дугам 

сети. Данные задачи рассматривались в литературе авторами [1, 7].  



Рассматриваемые в литературе задачи на динамических сетях, которые 

мы будем называть «стационарно-динамическими» задачами учитывают не 

мгновенное прохождение потока по дугам сети и не принимают во внимание 

возможность параметров транспортных сетей меняться во времени. 

Действительно, пропускные способности, стоимости перевозок и параметры 

времени прохождения потока по дугам сети могут изменяться в зависимости 

от времени отправления потока. Будем называть такие задачи 

«динамическими». Данная область исследования является малоизученной. 

Учитывая это, а также нечеткий характер параметров, присущий 

транспортным сетям, приходим к рассмотрению потоковых задач в 

динамических транспортных сетях в нечетких условиях [8]. В частности, 

рассмотрим в данной статье задачу определения потока минимальной 

стоимости в нечеткой динамической транспортной сети. 

Задача нахождения максимального потока минимальной стоимости в 

нечеткой динамической транспортной сети 

Рассмотрим постановку задачу нахождения максимального потока 

минимальной стоимости в нечеткой динамической транспортной сети: 
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Выражение (1) означает, что необходимо найти минимальный маршрут 

перевозки максимального количества потока в транспортной сети за заданное 

количество моментов времени. Выражение (2) показывает, что максимальное 

количество потока ν~  за p периодов времени, равно потоку, выходящему из 
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утверждается, что для каждого узла ix , кроме источника и стока, и каждого 

момента времени θ  количество потока )(~
jiji τθξ − , вошедшее в ix  в момент 

времени )( jiτθ −  равно числу единиц потока )(~ θξij , выходящему из ix  в 

момент θ . Неравенство (5) показывает, что потоки )(~ θξij  для всех моментов 

времени должны быть меньше пропускных способностей )(~ θiju по 

соответствующим дугам. 

Иными словами, необходимо перевезти )(~ pν  единиц потока с 

минимальными затратами в динамической транспортной сети, так, чтобы 

последняя единица потока вошла в сток в момент времени не позднее p. 

Формальный алгоритм решения данной задачи: 

Этап 1. Перейти от заданного нечеткого динамического графа 

)~,(~ AXG =  к «растянутому во времени» на p интервалов нечеткому 

статическому графу )~,(~
ppp AXG =  путем «растягивания во времени» исходного 

динамического графа за заданное количество временных интервалов путем 

создания отдельной копии каждой вершины Xxi ∈  в каждый 

рассматриваемый момент времени T∈θ . Пусть )~,(~
ppp AXG =  представляет 

собой «растянутый во времени» граф исходного динамического графа. 

Множество вершин pX  графа pG~  задается как }.),(:),{( TXxxX iip ×∈= θθ  

Множество дуг pA~  состоит из дуг, идущих из каждой пары «вершина-время» 

pi Xx ∈),( θ  в каждую пару «вершина время» вида )),(,( θτθ ijjx + где )( ij xГx ∈  и 



pij ≤+ )(θτθ . Пропускные способности ))(,,,(~ θτθθ ijji xxu + , соединяющие пары 

«вершина-время» ),( θix  с ))(,( θτθ ijjx +  равны )(~ θiju , стоимость перевозки 

))(,,,(~ θτθθ ijji xxc +  единицы потока по дуге, соединяющей пару «вершина-

время» ),( θix  с ))(,( θτθ ijjx + , равна ).(~ θijс  Вводим искусственный источник 's  

и сток 't  и соединяем 's  дугами с каждым истинным источником, а 't  с 

каждым истинным стоком. Фиктивные дуги, идущие от искусственных 

вершин, имеют бесконечную пропускную способность и нулевую стоимость. 

Ищем максимальный поток от 's  к 't .  

Этап 2. Строим нечеткую остаточную сеть μ
pG~  для «растянутого во 

времени графа» pG~  в зависимости от величин, идущих по дугам графа 

потоков. Нечеткая остаточная сеть )~,(~ μμμ
ppp AXG =  строится по «растянутой во 

времени» сети pG~  в зависимости от величин потоков ))(,,,(~ ϑτϑθϑξ ijji xx += , 

(далее )(ϑτϑθ ij+= ), идущих по дугам последней следующим образом: каждая 

дуга в остаточной нечеткой сети μ
pG~ , соединяющая пару «вершина-время» 

),( ϑμ
ix  с парой «вершина-время» ),( θμ

jx , по которой поток ),,,(~ θϑξ ji xx  

отправляется в момент времени T∈ϑ  имеет нечеткую остаточную 

пропускную способность ),,,(~),,,(~),,,(~ θϑξθϑθϑμ
jijiji xxxxuxxu −= , стоимость 

),,,(~),,,(~ θϑθϑμ
jiji xxcxxc =  с временем прохождения ),,,(),,,( θϑτθϑτ μ

jiji xxxx =  и 

обратную дугу, соединяющую ),( θμ
jx  с ),( ϑμ

ix  с остаточной пропускной 

способностью ),,,(~),,,(~ θϑξϑθμ
jiij xxxxu = , стоимостью 

),,,(~),,,(~ θϑϑθμ
ijij xxcxxc −=  и временем прохождения потока по данной дуге 

).,,,(),,,( θϑτϑθτ μ
jiij xxxx −=   

Этап 3. Ищем путь μ
pP~  минимальной стоимости по алгоритму Форда из 

искусственного источника 's  в искусственный сток 't  в построенной 

нечеткой остаточной сети, начиная с нулевых значений потоков.  

(I) Если путь μ
pP~  найден, переходим к этапу 4.  



(II) Если пути не удалось найти, то получен максимальный поток 

)(~~~),,,(~ pPxx pji νδθϑξ μμ =×+  минимальной стоимости )~),,,(~(~ μμδθϑξ ppji Pxxc ×+  в 

растянутом во времени статическом нечетком графе из 's  в 't , и переходим к 

шагу 5. 

Этап 4. Пускаем по найденному пути максимальное количество единиц 

потока в зависимости от ребра в остаточной сети с минимальной остаточной 

пропускной способностью μμμ θϑδ pjijip Pxxxxu ~),()],,,,(~[min~
∈= . 

Этап 5. Обновляем значения потоков в графе pG~ : для дуг, 

соединяющих пару «вершина-время» ),( θμ
ix  с ),( ϑμ

jx  в μ
pG~  с 

неположительной модифицированной стоимостью 0),,,(~ ≤ϑθμ
ji xxc  изменяем 

поток ),,,(~ θϑξ ij xx  по соответствующим дугам, идущим из ),( ϑjx  в ),( θix  из 

pG~  с ),,,(~ θϑξ ij xx  на μδθϑξ pij xx ~),,,(~
− . Для дуг, соединяющих пару «вершина-

время» ),( ϑix  с ),( θjx  в μ
pG~  с неотрицательной модифицированной 

стоимостью 0),,,(~ ≥θϑμ
ji xxc  изменяем поток ),,,(~ θϑξ ji xx  по дугам, идущим 

из ),( ϑix  в ),( θjx  из pG~  с ),,,(~ θϑξ ji xx  на μδθϑξ pji xx ~),,,(~
+  и переходим к этапу 

2, начиная с нового значения потока по дугам и заменяя значение потока в 

графе pG~ : μμδθϑξθϑξ pjiji Pxxxx ~~),,,(~),,,(~
×+→ . 

Этап 6. Если найден максимальный поток )(~~~),,,(~ pPxx pji νδθϑξ μμ =×+  

минимальной стоимости )~),,,(~(~ μμδθϑξ ppji Pxxc ×+  в графе pG~  из фиктивного 

источника 's  в фиктивный сток 't , определяемый множеством путей μ
pP~ , 

переходим к первоначальному динамическому графу G~  следующим образом: 

отбрасываем искусственные вершины 's , 't  и дуги, соединяющие их с 

другими вершинами. Таким образом, в исходном динамическом графе G~  

получен максимальный поток )(~ pν  минимальной стоимости, эквивалентный 

потоку из источников (начальная вершина исходного графа, растянутая на p 

интервалов) в стоки (конечная вершина, растянутая на p интервалов) в графе 

pG~  после удаления фиктивных вершин, а каждый путь, соединяющий 



вершины ),( ϑs  и Tt st ∈+= ζϑτϑς )),(,( , по которому идет поток ),,,(~ ςϑξ ts  

стоимости )),,,(~(~ ςϑξ tsc  соответствует потоку )(~ ϑξ st . стоимости ))(~(~ ϑξstc .  

Численный пример, реализующий работу алгоритма 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий реализацию описанного 

алгоритма. Пусть транспортная сеть, являющаяся частью железнодорожной 

карты, представлена в форме нечеткой транспортной сети, полученной из 

ГИС «Object Land» [9] , как показано на рис.1. Понятие «ГИС» представлено 

в [10]. 
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Рис.  1. – Исходный динамический граф G~  

Вершина 1x  представляет собой источник, вершина 5x  – сток. Нечеткие 

пропускные способности и стоимости, а также параметры времени 

прохождения потока по дугам, зависящие от момента отправления потока 

представлены в виде таблиц № 1, 2 и 3. Необходимо найти минимальную 

стоимость перевозки максимального количества единиц потока )(~ pν . 

Правила оперирования с нечеткими треугольными числами представлены в 

[6]. 

Строим остаточную сеть, как показано на рис.2. Так как остаточная 

сеть на первом шаге совпадает с исходным «растянутым во времени» графом, 

находим в ней путь минимальной стоимости от 's  к 't  по алгоритму Форда в 
*~
pG . Получаем путь '

521
' ),3,(),2,(),1,(, txxxs  стоимости )15,15,105(  условных 



единиц и передаем по нему )4,3,20(  общей стоимости )15,15,2100(  единиц 

потока, что показано на рис.3. 
Таблица № 1 

Нечеткие пропускные способности, зависящие от момента отправления 

потока 

Момент 

времени 

θ  

Нечеткие пропускные способности по дугам графа iju~ , ед. 

),( 21 xx  ),( 31 xx  ),( 42 xx  ),( 52 xx  ),( 43 xx  ),( 54 xx  

0 )2,5.1,10(  )3,3,18(  )5,4,25(   )6,5,30(  )5,4,25(  )6,5,30(  

1 )4,3,20(   )2,3,15(   )4,3,20(   )5,4,25(   )5,4,25(  )5,4,25(  

2 )1,1,8(   )3,3,18(  )5,4,25(  )5,4,25(   )4,3,20(  )6,5,30(  

3 )2,5.1,10(  )3,3,18(  )3,3,18(  )6,5,30(   )4,3,20(  )5,4,25(  

 

Таблица № 2 

Нечеткие стоимости, зависящие от момента отправления потока 

Момент 

времени 

θ  

Нечеткие стоимости по дугам граф ijс~ , условные ед. 

),( 21 xx  ),( 31 xx  ),( 42 xx  ),( 52 xx  ),( 43 xx  ),( 54 xx  

0 
)8,8,40(  )8,9,50(  )9,10,60(

  
)10,10,70(

 
)8,9,50(  )15,15,80(

 

1 )6,7,30(   )6,7,30(   )8,8,40(  )9,9,55(   )7,7,35(  )5,5,25(  

2 
)9,10,60(

 
)8,8,40(  )8,9,50(  )12,11,75(  )8,9,50(  )6,7,30(  

3 
)6,7,30(  )10,10,70(

 
)9,10,60(

 
)9,10,60(  )8,9,50(  )9,10,60(  

 

Переходим к построению «растянутого во времени графа» pG~ , как на 

рис.2. Строим остаточную сеть исходя из нового значения потока по дугам 

графа, как показано на рис.4. Находим путь минимальной стоимости в 

построенной остаточной сети от 's  к 't  по алгоритму Форда. Получаем путь 
'

5421
' ),3,(),2,(),1,(),0,(, txxxxs  стоимости )15,15,110(  условных единиц и передаем 



по нему )2,5.1,10(  единиц потока общей стоимости )15,15,1100( , тогда поток 

переходит в (рис.5). 

Таблица № 3 

Параметры времени прохождения потока по дугам 

Момент 

времени 

θ   

Время прохождения потока по дугам графа 

ijτ , ед. времени 

),( 21 xx ),( 31 xx ),( 42 xx ),( 52 xx ),( 43 xx  ),( 54 xx  

0 1 4 4 2 5 1 

1 1 3 1 4 4 4 

2 3 1 3  1 3 1 

3 2 1 3 2 3 1 
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Рис.  2. – pG~  – «растянутый во времени» вариант графа G~  
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Рис.  3. – Граф pG~  с потоком )4,3,20(  единиц 
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Рис.  4. – Остаточная сеть μ
pG~  после нахождения потока 
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Рис.  5. – Граф pG~  с новым значением потока 

Строим остаточную сеть исходя из нового значения потока по дугам 

графа, как показано на рис.6. Так как в данной сети не существует 

увеличивающего пути, найден максимальный поток минимальной стоимости. 
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Рис.  6. – Остаточная сеть μ
pG~  после нахождения потока 



Отбрасывая искусственные вершины и дуги с потоком, соединяющие 

их с другими вершинами, получаем максимальный поток )6,5,30(  единиц 

минимальной стоимости )15,15,3200(  условных единиц. Переходя к 

динамическому графу G~  от «растянутого во времени» статического графа 

pG~ , можно сделать вывод, что максимальный поток )6,5,30(  за 3 интервала 

времени равен потоку, выходящему из пар «вершина-время» )0,( 1x  и )1,( 1x  и 

входящему в пару «вершина-время» )3,( 5x , т.е. )6,5,30(  единиц, которые 

определяются путем 521 xxx →→ , который отправляется в момент времени 

1=θ  и прибывает в сток в момент времени 3=θ  и путем 5421 xxxx →→→ , 

который отправляется в момент времени 0=θ  и прибывает в сток в момент 

времени 3=θ . 

Заключение 

Данная статья рассматривает алгоритм нахождения максимального 

потока минимальной стоимости в нечеткой динамической транспортной 

сети. Практическая ценность рассматриваемого метода в том, что он 

позволяет решать задачи нахождения оптимального маршрута перевозки 

максимального количества потока от начального пункта к конечному. 

Актуальность рассматриваемого алгоритма в том, что он принимает во 

внимание нечеткий характер параметров транспортной сети, а также 

зависимость параметров транспортной сети от времени отправления потока. 
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