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Аннотация: В статье предлагается использовать для  описания полюсных уравнений 
нелинейных резистивных двухполюсников соответствующие дифференциальные 
уравнения. Это упрощает реализацию нелинейных резисторов на базе аналого-цифро-
аналогового элемента. Постоянные коэффициенты, входящие в предлагаемую 
математическую модель рассматриваются как постоянные интегрирования. Поэтому 
настройка элемента на требуемую вольтамперную характеристику осуществляется путём 
задания соответствующих начальных условий. 
Ключевые слова: нелинейный элемент, математическая модель, полюсное уравнение, 
дифференциальная форма. 
 
 Многие нелинейные электрические цепи, находящие широкое 

применение в инженерной практике [1-12], в качестве нелинейных элементов 

содержат нелинейные резисторы. Реализация нелинейных резисторов с 

заданной вольтамперной характеристикой и требуемой степенью точности  

испытывает трудности, обусловленные необходимостью подбора 

выпускаемых промышленностью нелинейных элементов и  способа 

соединения элементов между собой. При таком подходе возникают 

проблемы в обеспечении идентичности характеристик нелинейных 

элементов. 

Избежать процедуры отладки аппаратной части нелинейного элемента 

позволяет применение аналого-цифро-аналоговго элемента [4, 5]. Реализация 

требуемой вольтамперной характеристики этим элементом обеспечивается 

соответствующим программным обеспечением. 

Вид требуемых вольтамперных характеристик определяется 

техническими требованиями и может быть самым разнообразным. 
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Следовательно, для каждого вида характеристик требуется своё программное 

обеспечение. 

В то же время вольтамперную характеристику нелинейного элемента 

можно рассматривать как частное решение соответствующего 

дифференциального уравнения. Частное решение дифференциального 

уравнения зависит от начальных условий. Следовательно, задавая начальные 

условия можно, управлять видом вольтамперной характеристики. 

Целью работы является представление полюсного уравнения (1) 

(математической модели) нелинейного резистивного двухполюсника в виде 

дифференциального уравнения относительно тока i , где  коэффициенты kA  и  

kB  рассматриваются как постоянные интегрирования [9]:   

 kB
ikAku = .          (1) 

  Для восстановления дифференциального уравнения по  известному 

решению (1) продифференцируем дважды уравнение (1): 

)1( −
=′ kB

ikBkAku  ,        (2) 

)2(
)1(

−
−=′′ kB

ikBkBkAku .       (3) 

Уравнения (2) и (3) образуют систему, позволяющую выразить в явном 

виде постоянные интегрирования через напряжение и ток двухполюсника. 

Решая систему уравнений (2, 3) относительно постоянных 

интегрирования kA  и kB , получим: 

)1(^
2)(

ku
kuiku

i
kuiku

ku
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 В этом выражении символ «∧» означает возведение в степень. После 
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подстановки (4) и (5) в уравнение (1) и выполнив элементарные упрощения, 

получим уравнение (6): 

 .02)( =⋅′−′⋅+⋅⋅′′ ikukukuikuku        (6) 

 Полученное уравнение относится к классу однородных 

дифференциальных нелинейных уравнений второго порядка и является 

полюсным уравнением нелинейного резистивного двухполюсника с 

вольтамперной характеристикой (1), записанного в дифференциальной 

форме. 

 Выражение (1) является общим решением уравнения (6).  Для 

нахождения частного решения необходимо определить начальные условия   

0
u  и 0u′ . Начальные условия 0i , 

0
u , 0u′  являются зависимыми начальными 

условиями. В момент коммутации они могут скачком изменить свои 

значения, которые зависят от внешней по отношению к нелинейному 

элементу электрической цепи. При включении электрической цепи цифровое 

устройство фиксирует начальное значение тока (напряжения) элемента 

непосредственно после коммутации. Затем по уравнениям (7) вычисляются 

начальные условия: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−=′

=

.
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0)1(
00

,00

kB
i
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      (7) 

Рассмотрим два частных случая, когда в уравнении (1) в качестве 

постоянной интегрирования рассматривается один из коэффициентов kA  или 

kB . Если рассматривать в качестве постоянной интегрирования kA , то 

дифференциальное уравнение примет вид: 

0=−′
i
uBu kk

k .         (8) 

В том случае, когда в качестве постоянной интегрирования 
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рассматривается kB , математическая модель двухполюсника соответствует 

уравнение (9): 

)(^
k

k
kk u

iuiAu
′

= .         (9) 

В обоих частных случаях математическая модель представляет собой 

однородное дифференциальное уравнения первого порядка. Для нахождения 

частного решения необходимо определять   начальные условия, которые 

являются зависимыми начальными условиями. Их значение зависит от 

внешней по отношению к нелинейному элементу электрической цепи после 

коммутации. 

 В качестве примера рассмотрим расчёт переходного процесса в схеме 

замещения в нелинейной электрической цепи первого порядка на рис.1. 

 
Рис. 1. – Схема замещения нелинейной электрической цепи первого 

порядка 

 

 Пусть, в схеме на рис.1: ВE 5= ,  ГнL 1.0= , Вiu 7,02= , тогда 

 0)( 2 =⋅′−⋅′+⋅⋅′′ iuuuiuu ii .        (10) 

 Будем считать, что коммутация происходит в нулевой момент времени 

0=kt . 

 Запишем уравнение нелинейного элемента (10) в дифференциальной 

форме следующим образом (11): 

 .0)( 2

=
′

−
′

+′′
i
u

u
uu ii

i          (11) 

Уравнения, описывающие процессы в схеме замещения на рис.1, после 
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коммутации, имеют следующий вид: 

 Eiu
dt
diL =+ )( ,         (12) 

 0)( 2

=
′

−
′

+′′
i
u

u
uu ii

i .         (13) 

 Решим данную систему уравнений явным методом Эйлера, выполнив 

следующую последовательность действий: 

1.  Запишем уравнения (12) и (13) в форме Коши (14, 15, 16): 

 
L

iuE
dt
di )(−

=  ,         (14) 

  )(i
di
duui ϕ==′ ,         (15) 

 
iudi

d
i

ϕϕϕϕ −==′
2

.         (16) 

 2. Определим численные значения независимых начальных условий. В 

данной схеме (в соответствии с законами коммутации) одно независимое 

нулевое начальное условие  0)0()0( == −+ ii . Все остальные начальные условия 

являются зависимыми, их значения определяются в процессе решения задачи 

из уравнений (14, 15, 16). Из полюсного уравнения нелинейного элемента 

следует, что 0)0( =+u .  

3. Выберем шаг интегрирования по времени: 0001.0=h с. Результаты 

решения будем отображать в таблице 1. 

Таблица № 1 

Результаты решения задачи 

«к» 
Номер 

шага 

ki  

 

 

kidt
di ′=

 

 

ku  

 

 

kϕ  

iku′  

 

ikϕ′  

 

 

kiΔ  

 

 

kϕΔ  

 

 

 

kuΔ  

- (А) (А/с) (В) (Ом) (Ом/А) (А) (Ом) (В) 

0 0 50 0 - - 0.005 - - 
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1 0.005 49.509 

87 

0.049012

741 

6.8617838

65 

-411.712 

08 

0.00495

0987 

-2.038 

381156 

0.033972

6034 

2 0.0099 

50987 

49.170 

146966

2 

0.082985

30338 

4.8234028

5 

-204.362 

586282 

0.00491

7014697 

-1.004 

85383 

88 

0.02371 

674266 

3 0.0148 

680017 

48.93 

297953

96 

0.106702

04604 

3.8185490

11 

-120.17 

5492352 

0.00489

3297954 

-0.588 

05449 

04 

0.018685

29804 

4 0.0197 

612996 

48.7461

265592 

0.125387

34408 

3.2304945

2081 

-80.244 

965742 

0.00487

461265 

-0.391 

16312 

51 

0.015747

60328 

- - - - - - - - - 

 

 4. Из формулы (14) для += 0t  получаем: 

 cA
L
Ei /50

1.0
5)0( ===′ + .        (17) 

5.Приращение тока на нулевом шаге будет равно: 

 .005.00001.050)0(0 Ahii =⋅=⋅′=Δ +       (18) 

 6. Далее вычисляется значение тока на первом шаге интегрирования: 

 005.0005.00)0( 01 =+=Δ+= + iii А.      (19) 

 7. Зная ток первого шага интегрирования, вычисляем значения 1u  и 1ϕ  

по формулам (8, 9): 

 04901.0005.02 7.0
1 =⋅=u В,        (20) 

 861784.6005.07.02 3,0
11 =⋅⋅=′= −uϕ Ом.      (21) 

 8. Вычисляем теперь значение первой производной силы тока в первой 

точке по соотношению (14): 

 50987.49
1.0

049013.05
1 =

−
=′i А/с.       (22) 

9. Знание производной тока позволяет определить   приращение тока на 

первом шаге: 

004951.011 =⋅′=Δ hii А.        (23) 

 10. Соотношение (15) позволяет вычислить значение производной 1iϕ′ : 
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71208.411
005.0

861783865.6
049012741.0

)861783865.6( 2

1

1

1

2
1

1 −=−=−=′
iui
ϕϕϕ  Ом/А.  (24) 

 11. Вычисляем значения 1ϕΔ  и 1uΔ : 

 038381156.2004950987.071208.411111 −=⋅−=Δ⋅′=Δ iiϕϕ Ом,   (25) 

 0339726034.0004950987.0861783865.6111 =⋅=Δ⋅=Δ iu ϕ В.   (26) 

 12. Таким образом, все ячейки первой строки таблицы 1 заполнены. 

Теперь вычисляем значения переменных величин 222 ,, ϕui : 

 009950987.0004950987.0005.0112 =+=Δ+= iii  А,    (27) 

 80829853033.00339726034.0049012741.0112 =+=Δ+= uuu В,   (28) 

 823402709.4038381156.2861783865.6112 =−=Δ+= ϕϕϕ  Ом.   (29) 

 Далее, за исключением п. 7 процесс повторяется до тех пор, пока не 

будет найдено решение за весь период времени, с заданной степенью 

точности, удовлетворяющий требованиям задачи. 

Из изложенного материала видно, что если использовать степенные 

функции для моделирования вольтамперных характеристик нелинейных 

резисторов [12], записанных в дифференциальной форме, то при реализации 

соответствующих нелинейных резисторов нет необходимости изменять ни 

схему, ни программу функционирования цифровой части на рис. 1. Для 

получения требуемых численных значений kA , kB  достаточно задать 

начальные условия в соответствии с соотношениями (7). 
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