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Аннотация: В статье рассматриваются наиболее распространенные в инженерной 
практике схемы прямого интегрирования уравнений движения, приводятся основные 
формулы. Выполнен анализ точности указанных методов на примере решения тестовой 
задачи. 
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Одним из актуальных направлений современной строительной 

механики является изучение нелинейных динамических моделей 

различных сооружений [1], для исследования поведения которых 

необходимо решать нелинейные дифференциальные уравнения в 

частных производных. Решение подобных задач обусловлено 

необходимостью уточненных расчетов сооружений при воздействии на 

них нестационарных силовых и кинематических возмущений, 

вызывающих появление таких деформаций, при которых конструкцию 

следует рассматривать как существенно нелинейную. Примером 

подобных возмущений могут служить мощные ударные волны [2], 

сейсмическое воздействие, нестационарное температурное поле высокой 

интенсивности. Кроме того, внутренним свойством некоторых 

конструкций является возможность бурного роста перемещений 

отдельных узлов за короткий промежуток времени при статическом 

воздействии, и, как следствие, появление инерционных сил, 

сопоставимых по величине с внешней нагрузкой. Подобный эффект 

наблюдается, например, при общей потере устойчивости сооружения. 

Для решения задачи динамики созданы специальные численные 

методы. Эти методы носят название прямых методов, так как при их 

использовании не производится никаких преобразований уравнений 

движения. Решение с использованием этих методов ведется по шагам, 
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поэтому они носят также название шаговых методов [3]. Эти методы 

могут быть эффективно использованы при расчете конструкций по 

методу конечных элементов (далее МКЭ). По существу, на каждом шаге 

решается статическая задача, но в соответствии с принципом Даламбера, 

к статическим силам добавляются силы инерции и силы сопротивлений. 

Прямые методы интегрирования уравнений движения можно 

классифицировать по следующим признакам: 

- явные и неявные схемы (на каждом шаге по времени проводится 

решение системы линейных уравнений), 

- устойчивые (абсолютно и условно) и неустойчивые. 

 Применение неустойчивых схем приводит к резкому увеличению 

параметров напряженно-деформируемого состояния рассчитываемой 

конструкции, и через некоторое число шагов по времени могут быть 

получены неприемлемые результаты [4,5]. 

В условно-устойчивых схемах устойчивость зависит от величины 

шага интегрирования по времени, который не должен превышать 

определенную долю периода высшей формы колебаний мгновенно-

линейной системы. При применении абсолютно устойчивых схем 

величина шага по времени может существенно превышать шаг условно 

устойчивых схем. В настоящее время неизвестны абсолютно устойчивые 

явные схемы интегрирования уравнений движения, поэтому применение 

известных явных схем (например, метод центральных разностей) 

целесообразно только при исследовании высших форм колебаний [6]. 

 В настоящее время наиболее известными схемами прямого 

интегрирования уравнений движения являются: метод Вилсона, метод 

Ньюмарка, метод Хаболта [7-10].  

По методу Хаболта рассматриваются условия равновесия для конца 

интервала  [11,12]: 
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,     (1) 

Метод Вилсона основан на предположении о линейном изменении 

ускорения в интервале t, t+ΘΔt, где Θ≥0. Для получения решения 

рассматривается уравнение [12]: 

,  (2) 

Метод Ньюмарка также основан на предположении о линейном 

изменении ускорения. Для получения решения рассматривается 

уравнение [11]: 

,     (3) 

В приведённых уравнениях (1), (2) и (3): М – матрица масс, К – 

матрица жесткости, С – матрица демпфирования, Q –вектор внешних 

сил, q – вектор перемещений,  – вектор скорости,  – вектор 

ускорения. 

Далее рассмотрим точность различных схем прямого 

интегрирования. 

В качестве тестовой задачи рассмотрим решение уравнения 

 
Точным решением будет уравнение 

x=  

при t=0 x0=1, 0=0. 

Анализ точности метода Ньюмарка 

Для решения по схеме Ньюмарка матрица масс будет иметь вид 

m= , матрица жесткость будет иметь вид k =1. 

 Способ аппроксимации производной функции через её значения в 

дискретных точках по методу Ньюмарка имеет следующий вид: 
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В качестве безусловно стабильного решения принимается δ=1/2 и α=1/3. 

Шаг интегрирования примем различным в долях от периода: 

, 

Рассмотрим решения с количеством шагов n= 50, 100, 200: 

a) при n=50 график решения методом Ньюмарка показан на рис. 1. выберем 

три точки в окрестности минимума полученной функции. 

 
Рис. 1. – График решения методом Ньюмарка при n=50 

Построим через полученные точки параболу . 
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Параметры a, b и c найдем по известным значениям функции в точках 0, 

+ : 

при t=0  

c= –0.9995; 

при t=+  

; 

при t=-  

. 

Откуда получим a=0.630091, b=0.021884. 

Найдем точку экстремума функции  

; 

Значение функции в этой точке составит -0.99969. 

Таким образом, погрешность решения составит: 

%, 

. 

б) при n=100 график решения методом Ньюмарка показан на рис. 2. Выберем 

три точки в окрестности минимума полученной функции. 
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Рис. 2. – График решения методом Ньюмарка при n=100 

Аналогично с предыдущим шагом, решим уравнения для параболы и 

получим погрешность решения: 

%, 

. 

в) при n=200 график решения методом Ньюмарка показан на рис. 3. Выберем 

три точки в окрестности минимума полученной функции. 
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Рис. 3. – График решения методом Ньюмарка при n=200 

Погрешность решения при составит: 

%, 

. 

Результаты сведены в таблицу №1. 
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Таблица №1  

Результаты оценки точности метода Ньюмарка 

n ,% ,% 

50   

100   

200   
Анализ точности метода Хаболта 

Способ аппроксимации производной функции через её значения в 

дискретных точках по методу Хаболта имеет следующий вид [12]: 

 , 

 . 

Шаг интегрирования примем как и в предыдущем параграфе, различным в 

долях от периода . 

Рассмотрим решения с количеством шагов n=50, 100, 200: 

a) при n=50 график решения методом Хаболта показан на рис. 4.  
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Рис. 4. – График решения методом Хаболта при n=50 

Погрешность решения составит: 

%, 

. 

б) при n=100 график решения методом Хаболта показан на рис. 5.  
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Рис. 5. – График решения методом Хаболта при n=100 

Погрешность решения составит: 

%, 

. 

в) при n=200 график решения методом Хаболта показан на рис. 6. 
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Рис. 6. – График решения методом Хаболта при n=200 

Погрешность решения при составит: 

%, 

. 

Результаты представлены в таблице №2. 

Таблица №2 

Результаты оценки точности метода Хаболта 

n ,% ,% 

50   

100   

200   
Анализ точности метода Θ-Вилсона 
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Метод основан на предположении о линейном изменении ускорения в 

интервале от t до t+ ΘΔt, Θ≥1. Зависимости  и  по методу Θ-

Вилсона имеют вид [12]: 

, 

. 

Значение параметра Θ принято 1,37 из условия численной 

устойчивости решения. 

Шаг интегрирования примем как и предыдущем параграфе, различным в 

долях от периода: 

, 

Рассмотрим решения с количеством шагов n=50, 100, 200: 

a) при n=50 график решения методом Θ-Вилсона показан на рис. 7. 

 
Рис. 7. – График решения методом Θ-Вилсона при n=50 

Погрешность решения при составит: 
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%, 

. 

б) при n=100 график решения методом Θ-Вилсона показан на рис. 8. 

 
Рис. 8. – График решения методом Θ-Вилсона при n=100 

Погрешность решения при составит: 

%, 

. 

в) при n=200 график решения методом Θ-Вилсона показан на рис. 9.  
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Рис. 9. – График решения методом Θ-Вилсона при n=200 

Погрешность решения составит: 

%, 

. 

Результаты сведены в таблицу №3. 

Таблица №3 

Результаты оценки точности метода Θ-Вилсона 

n ,% ,% 

50   

100   

200   
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Сводные данные по оценке точности различных схем прямого 

интегрирования 

Результаты представлены в таблице №4. 

Таблица №4 

Сводные результаты оценки точности 

Кол-во шагов 

интегрирования 
Погрешности

Метод 

Ньюмарка Хаболта Θ-Вилсона 

N=50 
,% 

   
,% 

   

N=100 
,% 

   
,% 

   

N=200 
,% 

   
,% 

   
На рис. 10-12 представлены сводные графики оценки точности методов. 
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Рис. 10. – Сводный график при N=50 
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Рис. 11. – Сводный график при N=100 

 
Рис. 12. – Сводный график при N=200
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