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Аннотация: В статье показан способ нахождения коэффициентов линейного наилучшего 

метода приближения второй производной в нуле от ограниченной регулярной функции, 

заданной в круге по информации о значениях функции и ее производной в заданных 

точках, образующих правильный многоугольник. В работе также определяется 

погрешность наилучшего метода и находится соответствующая ей экстремальная 

функция. Доказывается, что экстремальная функция единственна. В конце работы 

получены формулы, при помощи которых могут быть вычислены коэффициенты 

линейного наилучшего метода. При нахождении этих формул применили метод 

двойственности экстремальных задач, который глубоко разработал С.Я. Хавинсон. 

Устанавливается, что эти коэффициенты единственны. 

Ключевые слова: оптимальное восстановление, погрешность наилучшего метода, 

линейный наилучший метод, коэффициенты линейного наилучшего метода. 

Введение 

В работе [1] К.Ю.Осипенко впервые поставил и решил в общем виде 

задачу оптимального восстановления значений заданного комплексного 

линейного функционала на некотором множестве по информации о 

значениях конечного числа заданных комплексных линейных функционалов 

на том же множестве. Затем эта тема была развита в совместной работе К.Ю. 

Осипенко и М.И. Стесина (см. [2]), в совместных работах К.Ю. Осипенко и 

Г.Г. Магарил-Ильяева (см. [3-4]), в работах Р.Р.Акопяна [5-8], автора 

настоящей статьи [9-10] и других математиков. В настоящей работе 

рассматривается еще одна из таких проблем. Мы исследуем задачу 

оптимального приближения значения второй производной в нуле от 

регулярной функции, принадлежащей пространству ограниченных 

регулярных функций, заданных в круге по значениям функции и ее 

производных в точках, образующих правильный n- угольник. Будет найдена 

погрешность линейного наилучшего метода и его коэффициенты. В этом 

случае они (то есть, погрешность и коэффициенты) имеют, как мы увидим, 
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достаточно простой вид. Ранее эту задачу, имеющую такие особенности, не 

изучали.  

Сначала вычислим погрешность наилучшего метода восстановления, 

применяя для этого соответствующую формулу из работы [1]. Потом 

выведем формулы, при помощи которых можно вычислять коэффициенты 

линейного наилучшего метода приближения. Заметим, при доказательстве 

этих формул мы воспользуемся методом двойственности (см. [11]), который 

часто применяется при решении экстремальных задач в пространстве 

ограниченных аналитических функций, заданных в единичном круге. 

Напомним теперь некоторые понятия и результаты из работы [1]. 

Предположим, что 𝑋 − линейное комплексное пространство и 𝐿, 𝑙1, … , 𝑙𝑛 − 

линейные комплексные функционалы, заданные на пространстве X, а W− 

некоторое множество, лежащее в X. Пусть 𝑆 = 𝑆(𝑡1, … , 𝑡𝑛) − любая 

комплексная функция n комплексных переменных. Тогда, погрешностью 

приближения методом S называется следующая величина 

𝑟𝑛(𝑆) = sup
𝑥∈𝑊

|𝐿(𝑥) − 𝑆(𝑙1(𝑥), … , 𝑙𝑛(𝑥))|. 

Наилучшим методом приближения называется функция 𝑆0 = 𝑆0(𝑡1, … , 𝑡𝑛), 

для которой выполняется равенство:  

𝑟𝑛(𝑆0) = inf
𝑆

𝑟𝑛(𝑆). 

В работе [1] (при некоторых условиях на W) доказано существование 

линейного наилучшего метода приближения (или восстановления): 

𝑆0 = ∑ 𝑐𝑘𝑙𝑘(𝑥),

𝑛

𝑘=1

 

где коэффициенты 𝑐𝑘 − некоторые постоянные числа. В работе [1] 

установлено: 

𝑟𝑛(𝑆0) = sup
𝑥∈𝑊

𝑙1(𝑥)=..=𝑙𝑛(𝑥)=0

|𝐿(𝑥)|.                                                                                 (1) 
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Пусть 𝐾 = {𝑧: |𝑧| < 1} − круг, а Γ = {𝑧: |𝑧| = 1} − окружность с 

радиусом, равному одному. Обозначим 𝐵1(𝐾) = {𝑓(𝑧): |𝑓(𝑧)| ≤ 1, 𝑧 ∈ 𝐾} − 

множество регулярных функций, заданных в K. Пусть заданы точки, 

имеющие вид: 

𝑧1 = 𝑅, 𝑧2 = 𝑅𝑒
2𝜋𝑖

𝑛 , … , 𝑧𝑛 = 𝑅𝑒
(𝑛−1)2𝜋𝑖

𝑛 ,                                                             (2) 

где 𝑅 − постоянное число (𝑛 ≥ 3, 0 < 𝑅 < 1). Положим 

𝐿(𝑓) = 𝑓′′(0), 𝑙1(𝑓) = 𝑓(𝑧1), 𝑙2(𝑓) = 𝑓′(𝑧1), … , 𝑙2𝑛−1(𝑓) = 𝑓(𝑧𝑛), 𝑙2𝑛(𝑓) =

𝑓′(𝑧𝑛), где 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). В работе [11] было установлено следующее. Если 

𝜔(𝜁) − суммируемая на Γ (𝜁 ∈ Γ) функция, то выполняется соотношение:   

s𝑢𝑝
𝑓∈𝐵1(𝐾)

|∫ 𝑓(𝜁)𝜔(𝜁)𝑑𝜁

Γ

| = min
𝜑∈𝐻1

∫|𝜔(𝜁) − 𝜑(𝜁)||𝑑𝜁|,                             (3)

Γ

 

где 𝐻1 − класс Харди. Экстремальная функция 𝑓∗(𝑧) в левой части равенства 

(3) существует; причем, она единственна с точностью до множителя 𝑒𝑖𝛿 , 𝛿 ∈

𝑅. 

Экстремальная функция 𝜑∗(𝑧) в правой части равенства (3), вообще: 

говоря, не единственна. Если 𝜔(𝜁) является граничным значением на границе 

Γ мероморфной в �̅� функции 𝜔(𝑧) с полюсами 𝛽1, … , 𝛽𝑚 (каждый полюс 

повторен столько раз, какова его кратность), то функция: 

𝑅(𝑧) = 𝑓∗(𝑧)[𝜔(𝑧) − 𝜑∗(𝑧)]                                                                        (4) 

является аналитической функцией (кроме полюсов) вплоть до границы Γ и 

имеет в �̅�  

𝑠 = 𝑚 − 1                                                                                                            (5) 

нулей 𝛼1, … , 𝛼𝑚−1 (|𝛼𝑘| ≤ 1, 𝑘 = 1, … , 𝑚 − 1). Далее, в этой работе  

доказано (см. [11]) 

 

𝑅(𝑧) = 𝐶
∏ (𝑧 − 𝛼𝑘)(1 − 𝛼𝑘̅̅ ̅𝑧)𝑚−1

𝑘=1

∏ (𝑧 − 𝛽𝑘)(1 − 𝛽𝑘
̅̅ ̅𝑧)𝑚

𝑘=1

,                                                             (6) 
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где 𝐶 − комплексная константа. Обозначим через: 

𝐵(𝑧) = ∏
𝑧 − 𝑧𝑘

1 − 𝑧𝑘̅̅̅𝑧
−

𝑛

𝑘=1

                                                                                        (7) 

произведение Бляшке (в рассматриваемом случае точки 𝑧1, … , 𝑧𝑛 имеют вид 

(2)). В работе [10] было доказано, что в этом случае:  

𝐵(𝑧) =
𝑧𝑛 − 𝑅𝑛

1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛
.                                                                                            (8) 

Несложно убедиться в справедливости следующих равенств: 

𝑧𝑘𝐵′(𝑧𝑘) =
𝑛𝑅𝑛

1 − 𝑅2𝑛
                                                                                            (9)    

при всех значениях 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

 

Нахождение погрешности наилучшего метода приближения 

 

Лемма 1. Имеет место следующее равенство: 

s𝑢𝑝
𝑔(𝑧)∈𝐵1(𝐾)

|𝑔′′(0)| = 2,                                                                                     (10) 

а экстремальная функция задачи (10) имеет вид: 

𝑔∗(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿  𝑧2,                                                                                                  (11) 

где 𝛿 ∈ 𝑅 (𝛿 − постоянное число). 

 

Доказательство. Обозначим:  

𝑑 = sup
𝑔∈𝐵1(𝐾)

1

𝜋
 |∫

𝑔(𝜁)

𝜁3
𝑑𝜁

Γ

|.                                                                       (12) 

Если 𝑔(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾), то: 

1

𝜋
|∫

𝑔(𝜁)

𝜁3
𝑑𝜁

Γ

| ≤
1

𝜋
∫|𝑑𝜁| = 2.

Γ
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Значит, 𝑑 ≤ 2. Так как 𝑧2 ∈ 𝐵1(𝐾) и (𝑧2)′′ = 2, то  𝑑 ≥ 2. Следовательно, 

𝑑 = 2. Понятно, экстремальная функция задачи (10) имеет вид (11) (см. (12) и 

введение). Лемма доказана. 

Заметим (см. (8)):  

𝐵(0) = −𝑅𝑛.                                                                                                 (13) 

Обозначим через: 

𝑄(𝑧) = 𝐵2(𝑧).                                                                                               (14) 

Поскольку:  

𝑄′(𝑧) = 2 𝐵(𝑧)𝐵′(𝑧),    𝑄′′(𝑧) = 2(𝐵′(𝑧))
2

+ 2𝐵(𝑧)𝐵′′(𝑧) 

то (см. (7), (14), (9))  

𝑄(𝑧𝑘) = 𝑄′(𝑧𝑘) = 0, 𝑄′′(𝑧𝑘) = 2(𝐵′(𝑧𝑘))
2

≠ 0,                                 (15) 

где 𝑘 = 1, … , 𝑛. 

Обозначим (см. (1)): 

 

𝑟2(0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛) = sup
𝑓∈𝐵1(𝐾)

𝑓(𝑧1)=𝑓′(𝑧1)=..,𝑓(𝑧𝑛)=𝑓′(𝑧𝑛)=0

|𝑓′′(0)| −        (16). 

погрешность наилучшего метода восстановления значений 𝑓′′(0) 

по значениям  𝑓(𝑧1), 𝑓′(𝑧1), … , 𝑓(𝑧𝑛), 𝑓′(𝑧𝑛), где 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). 

 

Теорема 1. Существует экстремальная функция F(z) задачи (16); 

причем, она единственна с точностью до множителя 𝑒𝑖𝛿 , (𝛿 ∈ 𝑅) и имеет вид: 

𝐹(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿𝑧2 (
𝑧𝑛 − 𝑅𝑛

1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛
)

2

,                                                                       (17) 

а погрешность наилучшего метода приближения находится по формуле: 

𝑟2(0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛) = 2𝑅2𝑛.                                                                               (18) 

 

Доказательство. Сначала заметим, что: 
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𝐵′(0) = 𝐵′′(0) = ⋯ = 𝐵(𝑛−1)(0) = 0.                                                  (19) 

В самом деле. Поскольку (см. (8)): 

𝐵(𝑧) = −
1

𝑅𝑛
+

1 − 𝑅2𝑛

𝑅𝑛(1 − (𝑅𝑧)𝑛)
= −𝑅𝑛 +

1 − 𝑅2𝑛

𝑅𝑛
 ∑(𝑅𝑧)𝑘𝑛,

∞

𝑘=1

 

то отсюда и вытекают равенства (19). Рассмотрим следующее семейство 

функций 

𝐴 = {𝑓(𝑧): 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾), 𝑓(𝑧1) = 𝑓′(𝑧1) =. . = 𝑓(𝑧𝑛) = 𝑓′(𝑧𝑛) = 0}. 

 Пусть функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐴. Обозначим: 

𝑔(𝑧) =
𝑓(𝑧)

𝐵2(𝑧)
. 

Так как при |𝑧| = 1 

|𝑔(𝑧)| = |
𝑓(𝑧)

𝐵2(𝑧)
| = |𝑓(𝑧)| ≤ 1, 

то 𝑔(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). Обратно, если 𝑓(𝑧) = 𝐵2(𝑧)𝑔(𝑧) и 𝑔(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾), 

то 𝑓(𝑧) ∈ 𝐴. Так как 𝐵′(0) = 𝐵′′(0) = 0 (см. (19)), то 

𝑓′′(0) = 𝐵2(0)𝑔′′(0). 

Отсюда  (см. (13), (10)) 

𝑟2(0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛)

= sup
𝑓∈𝐴

|𝑓′′(0)|

= sup
𝑔∈𝐵1(𝐾)

|𝐵2(0)𝑔′′(0)| = 𝑅2𝑛 sup
𝑔∈𝐵1(𝐾)

|𝑔′′(0)| = 2𝑅2𝑛. 

Понятно, что экстремальная функция F(z) задачи (16) имеет вид (17) (см. 

(10)). 

Нахождение коэффициентов линейного наилучшего метода 

 

Пусть 

∑(𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) + 𝛼𝑘𝑓′(𝑧𝑘)) −

𝑛

𝑘=1
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линейный наилучший метод восстановления  (𝑐𝑘, 𝛼𝑘 − некоторые 

постоянные числа). Тогда: 

sup
𝑓∈𝐵1(𝐾)

|𝑓′′(0) − ∑(𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) + 𝛼𝑘𝑓′(𝑧𝑘))

𝑛

𝑘=1

| = 𝑟2(0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛).                 (20) 

 Последнее равенство перепишем в другом виде (см. (18)): 

sup
𝑓∈𝐵1(𝐾)

|∫ (
2

𝜁3
− ∑

𝑐𝑘

𝜁 − 𝑧𝑘
− ∑

𝛼𝑘

(𝜁 − 𝑧𝑘)2

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

) 𝑓(𝜁)𝑑𝜁

Γ

| = 4𝜋𝑅2𝑛.              (21) 

 

Обозначим:  

𝜔(𝜁) =
2

𝜁3
− ∑

𝑐𝑘

𝜁 − 𝑧𝑘
− ∑

𝛼𝑘

(𝜁 − 𝑧𝑘)2
.                                                        (22)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

Заметим, функция F(z) является экстремальной функцией задачи (20) (см. 

(17)). А, значит, и задачи (21). Так как экстремальная функция 𝑓∗(𝑧) задачи 

(21) единственна с точностью до множителя 𝑒𝑖𝛿 , 𝛿 ∈ 𝑅, то 𝑓∗(𝑧) имеет вид: 

𝑓∗(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿𝐹(𝑧),                                                                                                    (23) 

 

Теорема 2. Коэффициенты линейного наилучшего метода приближения 

единственны и находятся по формуле: 

𝛼𝑘 = −
2(1 − 𝑅2𝑛)2

𝑛2𝑧𝑘
,                                                                                          (24) 

с𝑘 = 2
1 − 𝑅2𝑛

𝑧𝑘
2𝑛2

(𝑅2𝑛(𝑛 − 2) + 𝑛 + 2),                                                           (25) 

где  𝑘 = 1, … , 𝑛.     

Доказательство. Функция (см. (4), (22), (23)): 

𝑅(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿𝑧2𝐵2(𝑧) [
2

𝑧3
− ∑

𝑐𝑘

𝑧 − 𝑧𝑘
− ∑

𝛼𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2
− 𝜑∗(𝑧)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

] 
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имеет единственный полюс в точке 𝑧 = 0 и она не равняется нулю в 

замкнутом круге �̅� (см. (5), (7)); 𝜑∗(𝑧) − экстремальная функция в правой 

части равенства (3) при соответствующей функции 𝜔(𝜁) вида (22). Отсюда 

вытекает, что (см. (6), (23), (17)) 

𝑧2𝐵2(𝑧) (
2

𝑧3
− ∑

𝑐𝑘

𝑧 − 𝑧𝑘
− ∑

𝛼𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2
− 𝜑∗(𝑧)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

) =  
𝐶

𝑧
, 

где 𝐶 − постоянное число. Так как: 

 

𝐶 = 𝐵2(𝑧) [2 − 𝑧3 ∑
𝑐𝑘

𝑧 − 𝑧𝑘
− 𝑧3 ∑

𝛼𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2
− 𝑧3𝜑∗(𝑧)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

], 

то (см. (13))  

𝐶 = lim
𝑧→0

𝐵2(𝑧) [2 − 𝑧3 ∑
𝑐𝑘

𝑧 − 𝑧𝑘
− 𝑧3 ∑

𝛼𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2
− 𝑧3𝜑∗(𝑧)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

] = 

= 2𝐵2(0) = 2𝑅2𝑛. 

Поэтому: 

2

𝑧3
− ∑

𝑐𝑘

𝑧 − 𝑧𝑘
− ∑

𝛼𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2
− 𝜑∗(𝑧) =

2𝑅2𝑛

𝑧3𝐵2(𝑧)
.                               (26)

𝑛

𝑘=1

𝑛

𝑘=1

 

Легко убедиться в том, что (см. (8), (9)): 

𝐵2(𝑧) = (𝐵′(𝑧𝑘))
2

(𝑧 − 𝑧𝑘)2𝑃𝑘(𝑧);                                                              (27) 

причем 𝑃𝑘(𝑧𝑘) = 1 и 𝑃𝑘(𝑧) − аналитическая функция, заданная в некоторой 

окрестности точки 𝑧𝑘 , лежащей в единичном круге 𝐾.   

Отсюда (см. (26), (9), (27)): 

 

−𝛼𝑘 = 2𝑅2𝑛  lim
𝑧→𝑧𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘)2

𝑧3𝐵2(𝑧)
= 2𝑅2𝑛  lim

𝑧→𝑧𝑘

1

𝑧3(𝐵′(𝑧𝑘))
2

𝑃𝑘(𝑧)
= 
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=
2𝑅2𝑛

𝑧𝑘(𝑧𝑘𝐵′(𝑧𝑘))2
=

2𝑅2𝑛

𝑧𝑘 (
𝑛𝑅𝑛

1 − 𝑅2𝑛)
2 =

2(1 − 𝑅2𝑛)2

𝑛2𝑧𝑘
. 

Значит, мы убедились в справедливости равенств (24). Теперь найдем 

коэффициенты 𝑐𝑘 . Сначала рассмотрим следующие  

Функции: 

𝜓𝑘(𝑧) =
𝑧𝑛 − 𝑅𝑛

𝑧 − 𝑧𝑘
= 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2𝑧𝑘 + ⋯ + 𝑧𝑘

𝑛−1,                               (28) 

где  𝑘 = 1, … , 𝑛. Вычислим 𝜓𝑘(𝑧𝑘) и 𝜓𝑘
′ (𝑧𝑘). Поскольку: 

(𝑧 − 𝑧𝑘)𝜓𝑘(𝑧) = 𝑧𝑛 − 𝑅𝑛, 

То: 

𝜓𝑘(𝑧) + (𝑧 − 𝑧𝑘)𝜓𝑘
′ (𝑧) = 𝑛𝑧𝑛−1, 

2ψk
′ (𝑧) + (𝑧 − 𝑧𝑘)𝜓𝑘

′′(𝑧) = 𝑛(𝑛 − 1)𝑧𝑛−2. 

Отсюда следует, что: 

𝜓𝑘(𝑧𝑘) = 𝑛𝑧𝑘
𝑛−1 =

𝑛𝑧𝑘
𝑛

𝑧𝑘
=

𝑛𝑅𝑛

𝑧𝑘
.                                                               (29) 

(формула (29) непосредственно вытекает из формулы (28)), а 

𝜓𝑘
′ (𝑧𝑘) =

𝑛(𝑛 − 1)𝑅𝑛

2𝑧𝑘
2 .                                                                               (30) 

 

Поэтому см. ((26), (28), (30)): 

−𝑐𝑘 = 2𝑅2𝑛  lim
𝑧→𝑧𝑘

(
(𝑧 − 𝑧𝑘)2

𝑧3 𝐵2(𝑧)
)

′

= 2𝑅2𝑛 lim
𝑧→𝑧𝑘

(
(𝑧 − 𝑧𝑘)2(1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛)2

𝑧3 (𝑧 − 𝑧𝑘)2𝜓𝑘
2(𝑧)

)

′

= 

= 2𝑅2𝑛 lim
𝑧→𝑧𝑘

(
(1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛)2

𝑧3 𝜓𝑘
2(𝑧)

)

′

= 2𝑅2𝑛 lim
𝑧→𝑧𝑘

(
(1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛)2

𝑧3𝜓𝑘
2(𝑧)

) (𝐿𝑛
(1 − 𝑅𝑛𝑧𝑛)2

𝑧3𝜓𝑘
2(𝑧)

)

′

= 

= 2𝑅2𝑛
(1 − 𝑅2𝑛)2

𝑧𝑘𝑛2𝑅2𝑛
(

−2
𝑅2𝑛𝑛

𝑧𝑘

1 − 𝑅2𝑛
− 2

𝜓𝑘
′ (𝑧𝑘)

𝜓𝑘(𝑧𝑘)
−

3

𝑧𝑘
) = 
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= −2
(1 − 𝑅2𝑛)2

𝑧𝑘
2𝑛2

(
2𝑅2𝑛𝑛

1 − 𝑅2𝑛
+

𝑛(𝑛 − 1)𝑅𝑛

𝑛𝑅𝑛
+ 3) = 

= −2
(1 − 𝑅2𝑛)2

𝑧𝑘
2𝑛2

(
2𝑅2𝑛𝑛

1 − 𝑅2𝑛
−

1

𝑛
+ 4) = 

= −2
1 − 𝑅2𝑛

𝑧𝑘
2𝑛2

(𝑅2𝑛(𝑛 − 2) + 𝑛 + 2). 

А это и означает, что мы убедились в справедливости формул (25). Понятно, 

что коэффициенты 𝑐𝑘 и 𝛼𝑘 − единственны при всех значениях 𝑘 =

1, … , 𝑛.Теорема доказана.   

Результаты 

Итак, мы решили поставленную задачу: нашли погрешность 

наилучшего метода приближения, а также формулы, при помощи которых 

можно вычислять рассматриваемые коэффициенты. Эти формулы имеют 

довольно простой вид. 

Заключение 

Мы исследовали поставленную задачу в пространстве ограниченных 

аналитических функций, заданных в единичном круге. Было бы интересно 

развивать эту тему и решить похожую задачу в случае, когда производные 

имеют более высокий порядок, а также изучить подобные задачи в 

пространстве Харди 𝐻𝑝 ( 1 ≤ 𝑝 < ∞). 

.  
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