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Об одном методе решения задач о термоупругодинамической 

неустойчивости скользящего фрикционного контакта 
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Донской государственный технический университет, Ростов-на-Дону 

Аннотация: Решение задачи термоупругости о скользящем фрикционном контакте 
жёсткой полуплоскости с поверхностью упругого покрытия, нижняя сторона которого 
жестко оперта на недеформируемое основание, а тепловой поток, порожденный 
фрикционным контактом, направлен в покрытие, строится с помощью интегрального 
преобразования Лапласа и представлено в виде контурных интегралов. После 
исследования и определения полюсов подынтегральных функций в комплексной 
плоскости и вычисления контурных квадратур распределения температуры, смещений и 
напряжений по толщине покрытия получены в виде бесконечных рядов по собственным 
функциям. Показано развитие неустойчивости полученных решений задачи при любой 
скорости скольжения полуплоскости по поверхности покрытия.  
Ключевые слова: термоупругодинамическая неустойчивость, скользящий фрикционный 
контакт, покрытие, трение скольжения, динамика, термоупругость, полюсы, 
математическое моделирование, параметрический анализ, анализ устойчивости 

Введение 

В машиностроении и обрабатывающей промышленности при расчёте узлов 

трения машин возникает необходимость расчёта скользящего фрикционного 

контакта взаимодействующих между собой рабочих поверхностей машин, 

станков и агрегатов. Это, в первую очередь, связано с температурным 

саморазогревом от трения взаимодействующих поверхностей и 

возникновением так называемой термоупругодинамической неустойчивости 

решения соответствующих контактных задач [1 – 8]. Исторически первыми 

методами исследования такого рода задач являются методы малых 

возмущений  

[3 – 5], позволяющие установить устойчивость или неустойчивость решения 

задачи, а также установить параметрическую область устойчивости или 

неустойчивости решения задачи [9–11]. К другим подходам решения задач о 

термоупругодинамической неустойчивости скользящего контакта можно 
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отнести численные методы, разработке которых уделяется всё больше 

внимания в последнее время [4, 5]. 

Постановка задачи 

В данной работе в качестве упрощенной модели скользящего фрикционного 

контакта рассматривается одномерная задача о скольжении с постоянной 

скоростью V  жесткой полуплоскости B ( )∞<≤ xh  по поверхности ( )hx =  

упругого покрытия в виде бесконечной полосы шириной h ( )hx ≤≤0 , нижняя 

сторона которого ( )0=x  жестко соединена с недеформируемым основанием в 

виде полуплоскости A ( )0≤<∞− x  (рис. 1) [5]. 

Рис. 1. – Постановка задачи 

Скольжение недеформируемой полуплоскости B  по поверхности 

покрытия происходит с учетом кулоновского трения, но без учета износа 

покрытия. Полуплоскость B  деформирует упругое покрытие, смещаясь 

вдоль оси x  по закону )(),( tthu Δ−= , 0>t , где ),( thu  – вертикальное смещение 

поверхности покрытия при hx = . В начальный момент температура покрытия 

нулевая: 0)0,( 0 ==TxT   ( )hx ≤≤0 , где ),( txT  – функция распределения 

температуры в покрытии. Движущаяся полуплоскость B  теплоизолирована,  

а поток тепла 
x

thTK
∂

∂ ),( , образующийся за счет трения, направлен в упругое 

покрытие. Так как нижняя сторона покрытия лежит на недеформируемом  

основании ( )0=x  в виде полуплоскости A, то на этой стороне покрытия  

упругие смещения 0),0( =tu . На нижней стороне покрытия поддерживается 

нулевая температура 0),0( =tT . С учётом того, что до начального момента 
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времени покрытие находилось в покое, начальные условия на u   

и 
t
u
∂
∂  нулевые: 0)0,()0,( =

∂
∂

=
t
xuxu . 

Сформулированная одномерная задача о скользящем контакте 

приводит к следующим граничным условиям: 

hx = : )(),( tthu Δ−= , ),(),( thfV
x

thTK σ−=
∂

∂ , 0>t ; (1) 

0=x : 0),0( =tu , 0),0( =tT , 0>t , (2) 

где ),( txσ  – напряжения сжатия в покрытии, K – коэффициент 

теплопроводности материала покрытия, )(tΔ  – закон внедрения 

полуплоскости B в упругое покрытие, который принимается в следующем 

виде 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞<≤
≤≤+−

<<∞−

Δ=Δ

ε

ε
ε

,                   ,1 
,0         ,1

,0                   ,0
)( 0

tt
tte

t
t t      0>ε , (3) 

где 0>ε , 2ln1−
ε ε=t , 0Δ  – глубина внедрения полуплоскости B  в упругое 

покрытие ( h<Δ< 00 ).  Скорость внедрения полуплоскости B  определяется 

как производная )(tΔ�  и выражается формулой 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞<<
≤≤ε

<<∞−

Δ=Δ

ε

ε
ε

.             ,0
,0        ,

,0             ,0
)( 0

tt
tte
t

t t�  (4) 

Максимальная скорость внедрения достигается при ε= tt  и составляет 

εΔ=Δ ε 02)(t� , при этом начальная скорость внедрения равна 00)0( Δε==Δ v� , 

откуда 00 Δ=ε v  (при заданных 0v  и 0Δ ).  

Изменение ),( txu  и ),( txσ  в полосе описывается одномерным 

уравнением теории упругости [12] 

02

2

=
∂
∂

ρ−
∂
σ∂

t
u

x
, hx <<0 ,    0>t , (5) 
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а температура ),( txT  – уравнением теплопроводности [13, 14] с учётом 

нулевой начальной температуры 

01
2

2

=
∂
∂

κ
−

∂
∂

t
T

x
T , hx <<0 ,    0>t , (6) 

где ρ , κ  – плотность и коэффициент температуропроводности материала 

покрытия соответственно. Связь между ),( txσ , ),( txu  и ),( txT  устанавливается 

соотношением Дюамеля – Неймана [14] 

),(
21

)1(2
21

)1(2),( txT
x
utx α

ν−
ν+μ

−
∂
∂

ν−
ν−μ

=σ , (7) 

где μ , ν , α  – модуль сдвига, коэффициент Пуассона, коэффициент 

линейного расширения материала покрытия соответственно. 

Для удобства построения решения задачи (1) – (6) выражение ),( txσ  (7) 

подставляется в дифференциальное уравнение движения упругой среды (5). 

В результате этого получим дифференциальное уравнение движения упругой 

среды относительно ),( txu  и ),( txT  

x
T

t
u

ax
u

∂
∂

α
ν−
ν+

=
∂
∂

−
∂
∂

1
11

2

2

22

2

,     hx ≤≤0 ,  0>t ,     
)21(
)1(2

ν−ρ
ν−μ

=a , (8) 

где a  –  скорость упругой волны. 

Начальные условия на ),( txu , ),( txT  и )(tΔ  нулевые  

0)0,()0,( =
∂

∂
=

t
xuxu ,    0)0,( =xT ,     hx ≤≤0 ,     0)0( =Δ . (9) 

Таким образом, решение рассматриваемой задачи, с учетом начальных 

условий (9), сводится к решению дифференциальных уравнений (6), (8) с 

граничными условиями (1), (2), а ),( txσ  в (1) определяется формулой (7). 

Решение поставленной задачи 

Поставленная нестационарная начально-краевая контактная задача (1)–(9) 

относится к разряду собственно-связанных задач термоупругости, так как 

),( txσ  и ),( txT  связаны не только в формулах (5) и (7), но и во втором 
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граничном условии (1). Её решение может быть построено различными 

методами математической физики [13]. С помощью интегрального 

преобразования Лапласа [15] решения поставленной задачи (1)–(9) ),( txT , 

),( txu , ),( txσ  определяются с помощью контурных квадратур  

( ) ( ) ( )dztzzRzxNzD
ih

V
v
vtxT

Γ
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σ σ

~exp,)(
2
1 1 ,  

справедливых для hx ≤≤0 , 0≥t , где }{ κκ +∞+∞−= dtidtizΓ ,:  – контур 

интегрирования в комплексной плоскости, представляющий прямую линию, 

параллельную мнимой оси и отстоящую от неё на величину κdt , в которой  d 

выбирается таким образом, чтобы все полюса подынтегральных функций в 

(10)–(12) были бы левее κdt ,  

( ) ( )1shshchchˆshch1)( 2 −γγ−γγ−γγ−= zzzzzVzzzzR , (13) 

( ) ( )12 shch1),( −γγ−= xhzzzzzxNT , (14) 

( ) ( )−γγ−= −12 shch1),( zxhzzzxNu  
(15)

 

 – ( )( ( ) ( ))111 )(ch shsh chchˆ −−− −γ−γγ−γγ hxhzzxhzzzxhzV , 

( ) ( )[ ]zRzxhzzxNzzxN 10 chsh),(),( −
σσ γ−γγ= , (16) 

( ) ( )+γγ−= −
σ

120 chch1),( zxhzzzxN   

 + ( ) ( )( )( ( ))111 )(sh chshchshˆ −−− −γ−γ−γγγ hxhzzxhzzxhzzV , 

( ) ( )zzRzR γ=σ sh , (17) 

( )( ) ( ) ( )( )( )εκκ
−

κεκ
−− ε−−−ε−+−−=Δ ttztzztzzD exp11exp2)( 111

0 , (18) 

( ) ( )
a

xhnttxn
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−=ω± 12, , 
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где α  – постоянная из (7), a  – из (8), безразмерные параметры γ  и V̂  

определяются формулами 

ah
κ

=γ ,     
v

hv
K

fVV
21

)1(2ˆ
−
+μ

⋅
α

= . 

Внеинтегральные слагаемые получены в формуле (12) в результате 

выделения обобщенных квадратур [16 – 18] с помощью выражения 

zsh)(ch)( 1 γγ −zxhzD .  

Квадратуры в формулах (10)–(12) существуют при выполнении условия 

( ) axht −>  и благодаря алгебраическому убыванию подынтегральных 

функций на бесконечности 

⎟⎟
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⎛
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z

O
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2

1

2
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1

1

1

)(),(
)(),(

)(  при ∞→|| z .  (20) 

Исследование подынтегральных функций в формулах (10)–(12) 

показывает, что все они мероморфны в комплексной плоскости переменной 

интегрирования η+ξ= iz , то есть имеют в качестве изолированных особых 

точек только полюсы, которые доставляются обращением в ноль 

знаменателей этих функций:  )(zR ,  )(zRσ . Кроме того, следует отметить,  что 

подынтегральные функции в (10)–(12) при  0=z  и 2−γ=z   обращаются в ноль: 

( ) ( ) 000)0,()0,()0,( ===== σσ RRxNxNxN uT , 
(21)

 

( ) ( ) 0),(),(),( 22222 =γ=γ=γ=γ=γ −
σ

−−
σ

−− RRxNxNxN uT , 

причём ),( zxNσ  и ( )zRσ  имеют двукратный ноль при z = 0.  

В заключении этого пункта заметим, что выделение главной части 

поведения подынтегральной функции в формуле (12) для ),( txσ  

производилось с помощью трансформанты Лапласа решения 

соответствующей одномерной упругой задачи о внедрении 

недеформируемой полуплоскости B в упругую полосу на жестком основании. 
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Нули функции )(zR  в комплексной плоскости. 

Для вычисления контурных интегралов в формулах (10)–(12) методами 

теории функций комплексного переменного необходимо знание нулей 

функции )(zR  и их свойств в комплексной плоскости. Нули функции )(zR  из 

(13) определяются в комплексной плоскости η+ξ= iz  из решения 

трансцендентного уравнения 

( ) ( ) 01shshchchˆshch1)( 2 =−γγ−γγ−γγ−= zzzzzVzzzzR , (22) 

которое совпадает с соответствующим характеристическим уравнением [5]. 

При численном определении корней уравнения (22) в комплексной 

плоскости η+ξ= iz  использовались итерационные численные методы 

определения корней, требующие хорошего начального приближения. Для 

получения начального приближения корней уравнения применяется 

параметрический анализ функции )(zR  по двум безразмерным параметрам 

γ  и V̂ . Зафиксировав γ  и положив 0ˆ =V  в (22), получим начальные 

приближения для нулей (22) 
2

0 )21(
2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +
π

−= kz k ,  …,2,1,0=k , (23) 

γ
π

±=± niz n0 ,  …,3,2,1,0=n  (24) 

Нули kz0  (23) и ±
nz0  (24), определенные при  0ˆ =V  из уравнения (22), 

являются начальными приближениями для последовательного с увеличением 

V̂  определения соответствующих по номеру нулей ( )Vzz kk
ˆ= , k = 0,1,2…,  и 

( )Vzz nn
ˆ±± = , n = 1,2…, из численного решения уравнения (22) при 

фиксированных γ. 

На рис. 2 представлено расположение множества полюсов ( )Vzz kk
ˆ= , 

k = 0,1,2…,   и ( )Vzz nn
ˆ±± = , n = 1,2…,  определенные численными методами для 

произвольных значений  0ˆ =V  и 1=γ : множества полюсов ( )Vzk
ˆ , k = 1,2…, 
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представляют собой отрезки на отрицательной части действительной оси, 

точки множества ( )Vz ˆ
0  располагаются на луче, выходящем из точки на 

отрицательном части действительной оси и совпадающего с положительной 

частью действительной оси; множества ( )Vzn
ˆ± , n = 1,2…,   располагаются в 

правой полуплоскости в виде незаконченных эллипсов. Стрелками на 

графиках указаны направления расположения точек при увеличении V̂ . 

Следует заметить, что графики +
nz  и −

nz  обладают симметрией 

относительно действительной оси 0)Im( =η=z , как и подынтегральные 

функции в квадратурах (10)–(12),  а для  ±
nz  выполняется равенство 

∓
nn zz =± . (25*) 
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На всех траекториях нулей )ˆ(Vzn
± , ,...3,2,1=n , указаны точками значения )ˆ( jk Vz  

и )ˆ( jn Vz± , где j = 1,2,3, причём 1̂V  = 1, 2̂V  = 2, 3̂V  = 2,7. Значения ),ˆ( jn Vz±

 
,...3,2,1=n , при одинаковых  jV̂ , 3,2,1=j ,  соединены тонкими линиями. 

Графики нулей функции R(z): )ˆ(Vzk , )ˆ(Vzn
± , n,k = 1,2,3,…, )ˆ(0 Vz , 

представленных на рис. 2, рассчитаны с помощью программы [19], 

написанной для системы Maple. 

Анализ полученных решений 

После вычисления контурных квадратур в комплексной плоскости в (10)–

(12) [20, 21] для функций ),( txT , ),( txu  и ),( txσ  получаются удобные для 

 

Рис. 2. – Расположение нулей )(zR  в комплексной плоскости z  при ),0[ˆ ∞∈V , 

1=γ . В левом верхнем углу – общий план расположения нулей, в нижнем 

левом углу – расположение множества точек  )ˆ(1 Vz  в увеличенном формате 
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вычисления формулы в виде рядов по полюсам подынтегральных функций: 

( ) ( )( )εκ
=

−−
Δ
⋅

α
γ
⋅

+
−

= ∑ ttHtxS
h

V
v
vtxT k

k
k

~1)~,(
ˆ

1
1),(

2

1

0 , hx ≤≤0 ,   0>t , (26) 

( ) ( )( )εκ
=

−−Δ−= ∑ ttHtxStxu k

k
k

~1)~,(),(
2

1
0 , hx ≤≤0 ,   0>t , (27) 

( )( ) ( )( )( )⎢
⎣

⎡
+ωΔ+ωΔ

Δ
−
−μ

−=σ +−
∞

=
∑ txtxt

hv
vtx nn

k
a ,,

21
)1(2),(

1

0 ��   
(28)

 

 ( ) ( ) ( )( )⎥
⎦

⎤
−−++ εκ

∞

=
∑ ttHtxStxS k

k
kk

~1)~,()~,(
1

0 , hx ≤≤0 ,   0>t , 

где   ),( txSk   ( )2,1=k  выражаются формулами: 

( )txGtxstxS ,),(),( 11 += , (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

++ ′θ+′θ=
01

,,,,Re2,
k

kk
k

kk txzKztxzKztxG , (30) 

( ) ( )εκ−−+= ttxGtxGtxstxS ,2,),(),( 22 , (31) 

( ) )0,,0(,,),(1 xKtxtKtxs −ε= κ ,     )0,,0(),(2 xKtxs = , 

( )zt
zR

zxNtxzK exp
)(

),(),,( = ,     ( )zt
zR
zxNtxzK exp
)(
),(),,(

′
=′ , 

)(
),(lim)0,,0(

0 zR
zxNxK

z→
= ,     ( )ε−

ε
=θ

κ

κ

tzz
tz)( , 

( ) ( ) ( )txzΚztxS kk
k

,,Re2, 00
1

0
1

++
∞

=

′θ= ∑ , (32) 

( ) ( ) ( )txSttxStxS ,,2, 0
1

0
1

0
2 −−= εκ , (33) 

где )(zR′  есть производная  по  z , )(tH  – функция  Хэвисайда.   

В формуле (28) под ( )tΔ�  понимается нормированная функция  

( ) ( ) ( )tHttHet t −ε=Δ ε
ε�

  из (4), где 00 Δ=ε v .  Функция  ( )txG ,   (30) в формулах для 

),( txSk   )2,1( =k  содержит  два бесконечных ряда, один из которых по 

полюсам +
kz , ,...3,2,1=k ,  следующего вида: 

( ) tz

k
k

kezxbS
~

1
,

+

∑
∞

=

++ = ,     ( ) ( ) ( )
( )zR

zxNzzxb
′

θ=
,, , (34) 
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сходимость которого не очевидна, так как 0)Re( >+
kz ,  0~ >t . С учетом 

асимптотики +
kz  при ∞→k  можно показать, что последовательность 

экспонент { }tzke
~+   является ограниченной для фиксированных значений  t~   

( )∞<< t~0 : 

Me tzk <
+~

 ( )0>M , 

а ряд  (34)  является сходящимся [22], в том числе за счет убывания ( )zθ  при  

∞→z . С другой стороны, учитывая упорядоченность ( ){ }+
kzRe , где для двух 

соседних членов выполняется условие 

( ) ( )+
+

+ > 1ReRe kk zz , ,...3,2,1=k , 

сумму ряда (34) можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) tz

k

tzz
k eezxBzxbS k

~

2

~

1
11,1,
+++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= ∑

∞

=

−−+++ ,     ( ) ( )
( )+=

1,
,,
zxb
zxbzxB , (35) 

где ряд в скобках является сходящимся, причем со скоростью 

геометрической прогрессии, так как ( ) 0Re 1 >− ++
kzz , ,...3,2=k   Из выражения 

(35) вытекает, что при неограниченном возрастании t~  )~( ∞→t , 

неограниченно возрастает +S  из (34), а решение, его содержащее, является 

неустойчивым при любых значениях 0ˆ >V .  

В формуле для ( )txG ,  (37) из ),( txSk  ( 2,1=k ) , кроме вышеупомянутого 

ряда (34), содержится и другой бесконечный ряд по полюсам  kz ,  ,...3,2,1,0=k   

Учитывая свойства ( )Vz ˆ
0 , изученные выше, а именно то, что при 2ˆ0 <<V  

полюс ( ) 0ˆ
0 <Vz , при 2ˆ =V  полюс ( ) 020 =z , при 2ˆ >V  полюс ( ) 0ˆ

0 >Vz , можно 

утверждать, что ряд по полюсам kz  

( )∑
∞

=

− =
0

~
,

k

tz
k

kezxbS , (36) 
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где ( )zxb ,  из выражения (34) для фиксированных значений t~  сходится со 

скоростью геометрической прогрессии для любых γ   и V̂ . Однако при 2ˆ >V , 

когда ( ) 0ˆ
0 >Vz , сумма ряда −S  (36), перестроенная по формуле  

( ) ( ) ( ) tz

k

tzz
k eezxBzxbS k

~

1

~

0
00,1, ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= ∑

∞

=

−− , (37) 

где ( )zxB ,  из (35),  при ∞→t~   неограниченно возрастает, хотя ряд, стоящий в 

скобках, сходится. Это означает, что при  2ˆ >V  решение, содержащее ряд 

(36), является неустойчивым. Таким образом, решения рассмотренной задачи 

(26)–(28), содержащие ряды (34) и (36), являются термоупругонеустой-

чивыми, начиная со сколь угодно малой скорости скольжения 0>V . 

Численный анализ полученных решений 

Для детального изучения термоупругонеустойчивого решения 

рассматриваемой задачи используются формулы (26)–(28), реализованные в 

программе для ЭВМ [19]. В качестве материала покрытия рассматривается 

алюминий со следующими свойствами: µ = 25.5 · 109 Н/м2, ν  = 0,34, 

α = 1,04 · 10–5 К–1, a = 6,24 · 103 м/с, κ = 8,74 · 10–5 м2/с, K = 209,3 Вт·м/К. 

Принимаются следующие значения параметров задачи: f = 0,15, Δ0 = 0,1 h, 

v0 = 0,01 м/с, h = 2 мм, V = 5 м/с, tε = 6,93·10–3 с, ta = 3,2·10–7 с, в результате 

чего безразмерные параметры задачи γ и V̂  приобретают следующие 

значения: γ = 7·10–6 и V̂ = 0,173.  

На рис. 3 представлены графики изменения смещений ),( txu  по 

толщине покрытия ( )hx ≤≤0 , рассчитанные  по формуле (27) при х = 0,5h. На 

рис. 3 видно, как со скоростью геометрической прогрессии развивается 

амплитуда смещений  неустойчивого решения  ),( txu   на собственной частоте  

)Im( 1
+z , теряя физический смысл с некоторого момента времени. На врезках, 

которые показывают тот же график в более мелком масштабе по времени и 

по величине смещений, наглядно показан рост амплитуды колебаний. 
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Рис. 3. – График смещений u(x,t) посередине покрытия (x = 0,5 h) 

 

На рис. 4 приведены графики изменения напряжений ),( thσ  на 

контакте. Начиная с некоторого момента времени, амплитуда колебаний 

),( thσ  на собственной частоте )Im( 1
+z  нарастает по экспоненте и неустойчивое 

решение теряет физический смысл. Врезки на рис. 4 подробно показывают 

изменение величины напряжений ),( thσ  на различных временных отрезках в 

более мелком масштабе: различается образование на контакте волны сжатия 

и запаздывание по времени прихода волны, отраженной от жесткого 

основания, при котором происходит удвоение амплитуды волны, 

 
Рис. 4. – График напряжений σ(h,t) на контакте 

Выводы 

Термоупругодинамическая неустойчивость скользящего фрикционного 

контакта при движении жесткой полуплоскости по упругому покрытию на 

жестком основании наступает при любой скорости движения полуплоскости. 

Неустойчивость решения рассмотренной задачи заключается в том, что, 
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начиная с некоторого момента времени, полученное решение теряет 

физический смысл – амплитуда собственных колебаний неограниченно 

возрастает по времени. Использованный в работе метод позволил получить 

эффективные формулы для вычисления решения задачи, которые позволяют 

исследовать свойства решения с помощью программы для ЭВМ [19]. 
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