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Аннотация: В работе рассмотрена математическая модель процесса ионно-лучевого 

травления. Рассмотрено нелинейное дифференциальное уравнение ионно-лучевого 

травления первого порядка. Установлено, что модельное уравнение ионно-лучевого 

травления может быть сведено к однородному уравнению Монжа-Ампера. Для этого 

уравнения предъявлены некоторые классы точных решений. Методом функционального 

разделения переменных получено степенное решение, которое зависит лишь от набора 

констант и не содержит произвольных функций. Также найдены решения, которые 

линейно зависит от произвольных функции от координатной переменной и от временной 

переменной. Сформулированы предположения и явные условия как из семейств решений 

уравнения Монжа-Ампера выделить решения, соответствующие рассматриваемому 

модельному процессу. Указан класс нелинейных уравнений в частных производных 

первого порядка, которые также могут быть сведены к уравнению Монжа-Ампера. 

Установлены ограничения на скорость травления, которые позволяют свести уравнение 

ионно-лучевого травления к линейному гиперболическому уравнению второго порядка, 

для которого методом разделения переменных удается получить решение в виде ряда 

Фурье. 
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Введение 

В данной работе рассматривается начально-краевая задача для 

уравнения ионно-лучевого травления. Эта задача является математической 

моделью технологического процесса протравливания борозд на кремниевой 

пластине [1]. Формальное обоснование рассматриваемого уравнения 

проведено в работах [2, 3]. Установлено, что существует преобразование, 

которое приводит уравнение ионно-лучевого травления к известному 

уравнению Монжа-Ампера. Интерес к этому уравнению возникает и в 

дифференциальной геометрии, и в газодинамике [4]. Исследованию решений 

уравнения Монжа-Ампера посвящено множество современных работ. Так в 

[5] построено решение в форме триангуляций. В [6] предложен способ 

построения полиномиальных решений для неоднородного уравнения Монжа-
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Ампера и выписаны некоторые явные формулы точного решения. В работе 

[7] предложен метод нахождения решений в параметрическом виде. 

Важнейшими вопросами в теории дифференциальных уравнений являются 

вопросы разрешимости, интегрируемости, однозначности и эти моменты 

освещаются в работе [8]. В [9] строятся полные выпуклые решения. В 

работах [10, 11] изучается симметричность решений уравнения Монжа-

Ампера. Работы [12-14] посвящены изучению поведения решений при 

изменении параметров уравнения Монжа-Ампера. Отметим, что уравнение 

ионно-лучевого травления может быть преобразовано к нелинейному 

гиперболическому уравнению второго порядка, что позволяет при 

дополнительных предположениях построить точное решение начально-

краевой задачи в виде тригонометрического ряда Фурье. 

Уравнение ионно-лучевого травления и уравнение Монжа-Ампера. 

Пусть           функция нужной степени гладкости, которая 

описывает эволюцию профиля стравливаемой поверхности,         угол 

между направлением ионного луча и нормалью к стравливаемой поверхности 

в точке  ,       скорость ионно-лучевого травления, которая зависит 

исключительно от угла  . Отметим, что имеет место равенство, 

определяющее угол  : 

        

  Следуя работе [6], рассмотрим начально-краевую задачу (1)-(3): 

                 
             

                        

                

где       начальный профиль стравливаемой поверхности. Здесь 

нелинейное дифференциальное уравнение (1) и есть уравнение ионно-
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лучевого травления. Выполним сведение уравнения (1) к уравнению Монжа-

Ампера. Для этого продифференцируем его по    

            
        

      
 

     
 
                 

Далее, в уравнении (4) из второго и третьего слагаемых вынесем общий 

множитель: 

            
          

       
 

    
 
               

Теперь продифференцируем исходное уравнение (1) по    

            
        

      
 

     
 
                  

Аналогично в уравнении (6) из второго и третьего слагаемых вынесем общий 

множитель: 

            
          

       
 

    
 
              

Теперь с помощью элементарных преобразований из (7) несложно получаем: 

     
          

       
 

    
 
   

   

   
     

и после подстановки в уравнение (5) получим однородное уравнение Монжа-

Ампера [4, 15] 

          
                   

 Известны свойства решений уравнения Монжа-Ампера [15] и 

получены некоторые модельные точные решения уравнения Монжа-Ампера 

[16]: 
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где       произвольная функция, а     произвольные постоянные. Для 

определения конкретной функции      необходимо использовать начальное 

условие (2-3). Покажем, что можно получить точное решение с помощью 

метода функционального разделения переменных [17]. Будем искать решение 

в виде                   где                 . После пересчета 

производных и подстановки полученных выражений в уравнение (9) получим 

уравнение: 

      

     
                                           

в котором переменные уже могут быть разделены. Для этого разделим 

уравнение (10) на       : 

      

     
 
     

   
 
     

   
      

и, как видно, можно провести стандартный прием разделения переменных.  

Пусть искомые функции           определяются уравнениями: 

        

      
 
 

 
 

        

      
 
 

 
 

где      . Решение этих уравнений легко может быть найдено и в итоге 

получаем: 

      
 

 
                   

 

 
              

Функция      является решением уравнения 
      

     
  

  

   
  и определяется 

формулой: 

    
 
  
   

 
  

Собирая все вместе, найдем решение свободное от произвольной функции, 

но с 6 произвольными константами: 
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 Отметим, что при реализации метода разделения переменных было 

выполнено деление на       . Такая операция может привести к потере 

решений дифференциального уравнения, когда         . Пусть         . 

Тогда       или      . Рассмотрим какой-то один из случаев (другой 

полностью симметричный). 

Будем считать, что        то есть           и уравнение (10) 

примет вид: 

      

     
           

Если      , то       любая дважды дифференцируемая функция и 

получаем известное решение                  . Если        то 

      

     
   и получаем, что            . Решение уравнения (9) в таком 

случае определяется формулой: 

                    

Аналогичные рассмотрения для другого случая приведут к решению 

следующего вида: 

                    

Для выделения решений, которые удовлетворяют начальным и 

краевым условиям, нужно потребовать выполнения условий (2–3). Вместе с 

тем уравнение Монжа-Ампера является уравнением второго порядка и 

необходимы еще ограничение на искомое решение. Получим его из 

уравнения ионно-лучевого травления (1). Это уравнение справедливо для 

каждой точки области, в которой оно рассматривается, естественно оно 

имеет место и при      

                           
        

Стоит заметить, что для произвольного начального условия выписать 

точную формулу, которая дает решение, является весьма трудной задачей. 
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Можно лишь надеяться, что при некоторых      удастся подобрать нужное 

семейство решений и определить параметры, однозначно выделяющее 

искомую функцию из найденного семейства. 

 Сведение к гиперболическому уравнению 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами. 

 Заметим, что к уравнению Монжа-Ампера приводят различные 

нелинейные дифференциальные уравнения первого порядка. Рассмотрим 

уравнение (11): 

                             

где            произвольные дифференцируемые функции одной 

переменной. Будем использовать тот же прием, что и ранее, 

продифференцируем уравнение (11) по  : 

                                   

теперь продифференцируем (11) по  : 

                                   

Далее, выразим        из уравнения (12)         
         

   
, после 

подстановки в (12) получаем           
         

   
     , и окончательно 

снова появляется уравнение Монжа-Ампера: 

          
     

 С другой стороны, можно исключить величину    , то есть получаем 

уравнение: 

     
      

      
 

 

               

Данное уравнение является нелинейным гиперболическим уравнением 

второго порядка. 

Заметим, что для модели ионно-лучевого травления имеем: 
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С учетом (15) в уравнении (14) получаем: 

 
      

      
 

 

    
                            

 

    
 

    

           

 Далее, естественной задачей является получение точных модельных 

решений. Для этого попробуем свести нелинейное уравнение (14) к 

линейному уравнению с постоянными коэффициентами. Для этого 

потребуем выполнения равенства: 

 
      

      
 

 

         

где     и из (16) получаем уравнение на          

        

  
                       

 
       

которое является линейными обыкновенным дифференциальным уравнением 

первого порядка, которое в рассматриваемом случае имеет точное решение:  

        
    

      
 
 

      

где    произвольная постоянная. Стоит обратить внимание, что наличие в 

(19) двух констант позволяет рассматривать различные модели скорости 

травления. 

При сделанном предположении возникает начально-краевая задача с 

неоднородными граничными условиями: 

                  

                                 

К начальным условиям необходимо добавить условие на          
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Для зануления краевых условий введем новую функцию               

   

Тогда получим новую линейную начально-краевую задачу с однородными 

краевыми условиями: 

                 

                        

                                       

Для построения решения задачи (21)-(23) возможно применить стандартный 

метод разделения переменных, который дает следующий результат:  

               
   

 
        

   

 
  

 

   

   
   

 
      

где константы определяются равенствами (25): 

         

 

 

   
   

 
                

 

 

   
   

 
            

В итоге получаем выражение для функции профиля: 

                  
   

 
        

   

 
  

 

   

   
   

 
  

Заключение 

 В работе рассмотрена модель процесса ионно-лучевого травления, 

которая описывается нелинейным гиперболическим уравнением первого 

порядка. Для этого уравнения показана его возможность сведения к 

одномерному уравнению Монжа-Ампера и к нелинейному гиперболическому 

уравнению второго порядка. Установлен обширный класс уравнений первого 

порядка, уравнения из которого также могут быть приведены к уравнению 

Монжа-Ампера, для которого предъявлены некоторые семейства точных 

решений. Показано, что эти семейства могут быть как конечномерными, так 
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и бесконечномерными. Сформулированы условия для выделения решений из 

этих семейств, которые соответствуют заданным условиям.    
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