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Аннотация: В статье предлагается алгоритм функционирования адаптивных систем 
управления движением группы транспортных мобильных роботов в условиях неопреде-
ленности. Алгоритм разработан на основе марковского метода идентификации и метода 
аналитического синтеза систем с управлением по выходу и воздействиям. Адаптивная 
система управления, в которой используется данный алгоритм, обладает прямыми показа-
телями качества не хуже заданных. Предложенный алгоритм может использоваться для 
создания систем управления техническими объектами различных типов, при заранее не-
известных математических моделях. 
Ключевые слова: мобильный робот, группа, неопределенность, идентификация, марков-
ский параметр, управление по выходу и воздействиям, система. 

Введение 

Как известно, возможности отдельного мобильного робота, в общем 

случае, ограниченны, поэтому для решения различных задач, в том числе для 

перевозки различных грузов, гораздо чаще применяются группы мобильных, 

безэкипажных роботов [1 – 4]. Такие группы транспортных роботов могут 

быть однородными или гетерогенными. Одной из существенных особенно-

стей транспортных задач является априорная неопределенность как перево-

зимых грузов, так и условий транспортировки. В тоже время эти неопреде-

ленные факторы имеют важное значение для функционирования системы 

управления движением мобильных роботов [5, 6]. Транспортируемые грузы 

могут быть весьма разнообразными как по габаритам, по массе, так и по пути 

движения. Поэтому наиболее эффективной в данном случае представляется 

адаптивная система с идентификацией [7].  

Основной целью данной работы является решение задачи синтеза ло-

кальных систем управления (ЛСУ) движением транспортных мобильных ро-

ботов в условиях неопределённости. Для этого необходимы, очевидно, алго-
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ритмы идентификации и синтеза систем управления, которые могли бы быть 

реализованы в автоматическом режиме, без участия операторов, которые ста-

вят задачи по транспортировке грузов группам мобильных роботов [5, 6].  

В настоящее время известно достаточно много методов идентификации 

и синтеза систем управления, ориентированных чаще всего на обработку ин-

формации вручную [7, 8]. Однако в случае мобильных роботов необходимы, 

очевидно, аналитические методы идентификации и синтеза систем управле-

ния. В данной работе в качестве алгоритма идентификации используется бо-

лее совершенный вариант марковского алгоритма, кратко рассмотренного в 

работе [6], а синтез адаптивной ЛСУ осуществляется аналитическим методом 

синтеза систем с управлением по выходу и воздействиям (АССУВВ) [9]. 

Постановка задачи 

Предположим, группа транспортных роботов включает Nгр мобильных, 

возможно, гетерогенных роботов, каждый из которых описывается система-

ми дифференциальных уравнений 

x A x B uρ ρ ρ ρ ρ= +� ,   y C x D uρ ρ ρ ρ ρ= + ,   гр1, Nρ = ,                                            (1) 

где nx R
ρρ ∈  – вектор состояния размерности nρ ; qu R

ρρ ∈ – вектор непрерывных 

управлений; ly R
ρρ ∈ – вектор отклонений непрерывных выходных перемен-

ных ρ-го робота, обусловленных управлениями uρ; Aρ, Bρ, Cρ, Dρ – числовые 

матрицы соответствующих размерностей. Порядки nρ роботов (1) и большая 

часть или все параметры роботов являются априори неизвестными. В про-

цессе движения роботов (1) они претерпевают скачкообразные изменения, 

оставаясь затем неизменными в течение достаточно длительного интервала 

времени; при этом порядок каждого робота не превышает заранее известного 

значения maxnρ , а системы уравнений (1) являются полными [5, 6]. 

Рассматриваемая группа роботов предназначена для транспортировки 

некоторых грузов по равнинной поверхности: как по шоссейным дорогам, 
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так и по пересеченной местности. Маршруты движения отдельных роботов 

или группы в целом задаются в правой системе координат, ось ОХ которой 

направлена на север. Имея это ввиду, примем, что qρ = lρ = 2, причем 1y Vρ ρ= – 

это скорость движения, а 2 [ ]y ρ ρ= ϕ ∈ −π ÷ π  – это курсовой угол. Значения φρ от-

считываются от оси ОХ, а положительные значения φρ соответствуют пово-

ротам против часовой стрелки [3, 4].  

Обычно каналы управления скоростью транспортных мобильных робо-

тов и направлением их движения можно считать независимыми [3, 6]. По-

этому рассматриваемая задача синтеза адаптивных ЛСУ сводится, во-первых, 

к задаче идентификации каналов управления i iu yρ ρ→ , 1,2i = , т.е. к определе-

нию только ПФ ( )iiW pρ , 1, 2i = , гр1, Nρ = . Во-вторых, к задаче определения 

уравнений адаптивных формирующих устройств (АдФУ), в соответствии с 

требованиями к качеству ЛСУ. 

Задача идентификации 

Эта задача решается здесь с применением марковского алгоритма 

идентификации, в основе которого лежат марковские параметры специаль-

ных дискретно-подобных систем (ДПС), каждая их которых соответствует 

одному роботу группы. Подчеркнем, что при условии корректности ρ-й ДПС 

одна из динамических систем этой ДПС эквивалентна непрерывной модели 

(1) ρ-го робота. Марковские параметры являются системными инвариантами 

динамических систем, что обеспечивает высокую эффективность данного 

метода идентификации [5].  

Указанные выше ДПС образуются в результате представления в виде 

последовательности прямоугольных импульсов, длительность которых равна 

периоду дискретизации Тди, пробных воздействий 1 1,0( ) 1( )u t u tρ ρ=  и 2 2,0( ) 1( )u t u tρ ρ= , 
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где ,0iu сonstρ =  – постоянные допустимые управления для каналов i iu yρ ρ→ , 

1, 2i = . Это приводит к уравнениям ДПС следующего вида  

1k k kx A x B uρ ρ ρ ρ ρ
+ = +� �� � � ,   k k ky C x D uρ ρ ρ ρ ρ= +� �� � � ,   гр1, Nρ = .                                      (2) 

Здесь kx R ρνρ∈�  – вектор переменных состояния, max1, nρ ρν =� ; 1, 2,[ ]T
k k ku u uρ ρ ρ=� � �  

и 1, 2,[ ]T
k k ky y yρ ρ ρ=� � �  – соответственно векторы дискретных управлений и выход-

ных величин ρ-х систем (2) при диt kT= , 0,1, 2,k = …; , , ,A B C Dρ ρ ρ ρ� �� � – числовые 

матрицы соответствующих размерностей.  

Пусть, при ,0( ) 1( )i iu t u tρ ρ= , 1, 2i = , всех диt kT=  и нулевых начальных усло-

виях 0 0xρ = , 0 0xρ =�  выполняются условия 

ди( )ku u kTρ ρ=� ,     ди( )ky y kTρ ρ=� ,  гр1, Nρ = ,     0,1, 2,k = …                            (3) 

Определение 1. Система (2) называется «дискретно-подобной системой», 

соответствующей непрерывной системе (1), если выполняются условия (3).  

При цифровой обработке идентификационных данных важное значение 

имеет следующий момент.  

Определение 2. Если уравнения (2) соответствуют такому периоду дис-

кретизации Тди, при котором выполняется условие 

,0 1i
ρα ≥ Δ� ,  1, 2i = ,                                                                                      (4) 

то ρ-я ДПС (2) является «корректной» по отношению к ρ-й системе (1). В 

противном случае эта ДПС является «некорректной».    

В неравенстве (4) ,0i
ρα� – это свободный коэффициент полинома 

1
ди , 1( , ) i i

i
i iA z T z z

ρ ρ

ρ
ν ν −ρ ρ

ν −
= +α +� � … ,1 ,0i izρ ρ+α +α� �… , который является знаменателем ПФ 

ди( , )
i iy uW z Tρ� ; 1Δ – допустимое по условиям точности значение ,0i

ρα� .  

Перейдем к изложению марковского алгоритма идентификации (МАИ). 

Его исходные данные: допустимые пробные воздействия ,0( ) 1( )i iu t u tρ ρ= , 1, 2i = ;  

mt
ρ – длительность интервала фиксации реакции ρ-го робота на пробное воздей-
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ствие; величины: maxnρ ; max [2 5]η ∈ ÷ ; max max2N nρ ρ
μ = + η ; ди [0,7 0,8] /mT t Nρ ρ ρ

μ= ÷ ; 

1 0,01Δ = ; целое число [5 10]ζ∈ ÷ . При этом значение mt
ρ  должно превышать на 

25-30% длительность затухающего переходного процесса, вызванного допус-

тимым пробным воздействием. 

МАИ включает следующие пункты: 

П.1,ид. На вход i-го канала ρ-го робота (i =1), находящегося в устано-

вившемся режиме, подается пробное воздействие 1 1,0( ) 1( )u t u tρ ρ=  и фиксируется 

1N ρ
μ +  отсчетов отклонений выходной переменной , 0( )i k iy y kTρ ρ= , 0,k N ρ

μ= .  

П.2,ид. Вычисляются значения марковских параметров ,i
ρ
υμ�  ДПО по 

формулам   

,0
,0

,0

i
i

i

y
u

ρ
ρ

ρμ =�  ,   
1

,
, ,

0,0

i
i i

i

y
u

ρ υ−
υρ ρ

υ ςρ
ς=

μ = − μ∑� � ,   1, 2, N ρ
μυ = … . 

П.3,ид. Вычисляется степень inρ  знаменателя ПФ и( , )
i iy uW z Tρ  по форму-

лам: 
max 1

1 ,
, max ,

0
( ) deti id M

ρη −
ρ ρ − ρ η
ν ν

η=

= η ∑ ,    { }, 1maxi i in dρ ρ ρ
ν= ν = ν ≥ Δ� ,  

где  ,
,iM ρ η
ν – ν×ν -матрица, определяемая выражением  

, 1 , 2 ,

, 2 , 3 , 1,
,

, , 1 , 2 1

i i i

i i i
i

i i i

M

ρ ρ ρ
η+ η+ η+ν

ρ ρ ρ
η+ η+ η+ν+ρ η

ν

ρ ρ ρ
η+ν η+ν+ η+ ν−

⎡ ⎤μ μ μ
⎢ ⎥
μ μ μ⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥μ μ μ⎣ ⎦

� � �…
� � �…
# # $ #

� � �…

,  max0, 1ρη = η − .                                      (5) 

П.4,ид. Вычисляются значения коэффициентов ,i
ρ
ςα�  знаменателей пере-

даточных функций ди( , )
i iy uW z Tρ�  по формуле 

max 1
1

, max , ,
0

( )i i

ρη −
ρ ρ − ρ
ς ς η

η=

α = η α∑� ;   0, 1inρς = −� . 

Здесь коэффициенты , ,i
ρ
ς ηα  определяются решением системы 
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1
, ,

, , , 1i i
i i n i nM mρ ρ

−
ρ ρ η ρ η
η +

⎡ ⎤α = ⎣ ⎦ ;    max0, ρη = η , 

где матрица ,
, ii nM ρ
ρ η , определяется выражением (5) при inρν = , а векторы ,iaρ

η  и 

,
, 1ii nm ρ
ρ η

+
 имеют вид 

,0,

,1,
,

, 1,i

i

i
i

i nρ

ρ
η

ρ
ηρ

η

ρ
− η

⎡ ⎤α
⎢ ⎥
⎢ ⎥α

α = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥α⎢ ⎥⎣ ⎦

#
,    

, 1

, , 2
, 1

, 2

i

i

i

i

i n

i n
i n

i n

m

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ
η+ +

ρ
ρ η η+ +

+

ρ
η+

⎡ ⎤μ
⎢ ⎥
⎢ ⎥μ
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
μ⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

#
�

,  max0, 1ρη = η − . 

Если при полученном значении ,0i
ρα�  выполняется условие (4), т.е. ρ-я 

ДПС (2) при данном диT  является корректной, то имеется возможность иден-

тифицировать i-й канал ρ-го робота (1) при этом значении диT , путем перехо-

да к п. П.5,ид. В противном случае, путем повторения пп. 1,ид ÷  4,ид нахо-

дится такое значение ди ди /T T= ζ , при котором выполняется (4).  

П.5,ид. Вычисляются значения коэффициентов ,i
ρ
ςβ�  полиномов числи-

телей ПФ i-го канала ρ-й ДПС по формуле 
max 1

1
, max , ,

0
( )i i

ρη −
ρ ρ − ρ
ς ς η

η=

β = η β∑� ,   0, inρς = , 

где    
1

, , , ,,
0

i

i

n

i i ii n

ρ

ρ

− −ς
ρ ρ ρ ρ
ς η η+υ ς+υ−ς+η

υ=

β = μ + μ α∑ �� � ,  max0, 1ρη = η − . 

П.6,ид. Формируется ПФ  

,0 ,1 ,
ди 1

,0 ,1 , 1

( , )
i

i

i i i i

i

n
i i i n

y u n n
i i i n

z z
W z T

z z z

ρ

ρ

ρ ρ

ρ

ρ ρ ρ
ρ

−ρ ρ ρ
−

β +β + +β
=
α +α + +α +

� � �…
�

� � �…
.                                             (6) 

П.7,ид. К ПФ ди( , )
i iy uW z Tρ�  (6) применяется обратное ZТ-преобразование 

{ }1
ди( ) ( , ) ( ) / ( )

i i i iT i iy u y uW p Z W z T B p A pρ − ρ ρ ρ= =� .                                                (7) 

Отметим, что преобразование (7), в частности, может быть реализовано 
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в MATLAB функцией «d2c» c расширением «'zoh'» [7, 9].  

П.8,ид. Пункты П.1,ид – П.7,ид выполняются при 2i = . 

П.9,ид. Выход из алгоритма идентификации. 

Полученные ПФ ( )
i iy uW pρ , 1, 2i =  (7) представляют собой результат иден-

тификации ρ-го робота марковским методом.  

Задача синтеза 

Для решения этой задачи используется алгоритм, реализующий метод 

аналитического синтеза систем с управлением по выходу и воздействиям 

(АССУВВ). Преимуществом этого метода, по сравнению, например, с мето-

дом АКОР, является возможность синтеза систем управления со значениями 

прямых показателей качества не хуже заданных [8].  

Приведем алгоритм синтеза, применительно к уравнениям «вход-

выход» мобильных роботов вида 

( ) ( )i i i iA p y B p uρ ρ ρ ρ= ,   1, 2i = ;   гр1, Nρ = ,                                                 (8) 

где ( )iA pρ  и ( )iB pρ  – некоторые полиномы с известными степенями и коэффи-

циентами, вытекающие непосредственно из ПФ (7). При этом полином ( )iA pρ  

нормирован по старшей степени переменной р. Причем, если deg ( )i im B pρ ρ= , а 

deg ( )i in A pρ ρ= , то  i im nρ ρ≤ .  

Предполагается, что также в памяти контроллера ЛСУ ρ-го робота со-

держатся таблицы стандартных нормированных передаточных функций 

(СНПФ), приведенные, например, в [8, с. 344–346]. Здесь же хранится сле-

дующая информация о ЛСУ каждым его каналом i iu yρ ρ→ : порядок астатизма 
,
,g i

ρ ∗ν  к задающему воздействию ( )i ig g tρ ρ= ; время регулирования не более ,
it ρ ∗ с; 

перерегулирование не более ,
i
ρ ∗σ %; степень устойчивости не менее ,

,сисi
ρ ∗η ; 0τ – 

малая величина необходимая для обеспечения некоторого запаса по времени 
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регулирования. АдФУ физически реализуемо, если его относительный поря-

док ,
фy фy
ρ ρ ∗μ ≥ μ , где ,

фy 1ρ ∗μ ≥  – заданное значение [7, 8].  

С целью простоты изложения будем считать, что корни полиномов 

( )iB pρ  из (8) при всех значениях порядка и параметров ρ-го робота удовле-

творяют условию  
,
,сисRe iB

j ip
ρ ρ ∗≤ −η ,   1, ij mρ= .                                                                 (9) 

Если модель канала робота не удовлетворяет условию (9), то можно исполь-

зовать несколько более сложный, но также аналитический алгоритм синтеза 

ЛСУ [8, с. 177-181]. 

 Алгоритм синтеза АдФУ включает следующие пункты: 

П. 1,ас. Определяется величина , ,
,max{ ,0}i

i g i Anρ ρ ∗ ρν = ν − , где , i
Anρ – число 

корней полинома ( )iA pρ , равных нулю. 

П. 2,ас. Множители полинома ( )iA pρ  модели (8) соответствующие та-

ким Тj, что ,
, /(50 100)i j iT tρ ρ ∗< ÷ , исключаются из полинома ( )iA pρ  [10]. Затем по-

линомы ( )iA pρ  и ( )iB pρ  представляются в виде , ,( ) ( ) ( )i i iA p A p A pρ ρ ρ
Ω Ω= , 

,( ) ( )
i

i im
B p B pρ

ρ ρ
Ω= β , где , ( )iA pρ

Ω  и , ( )iB pρ
Ω – полиномы, корни которых совпадают 

с корнями полиномов ( )iA pρ  и ( )iB pρ , которые удовлетворяют условию (9), 

соответственно; полином , ( )iA pρ
Ω  включает остальные корни полинома ( )iA pρ . 

Вводятся обозначения: deg ( )i in A pρ ρ= , , ,deg ( )i in A pρ ρ
Ω Ω= , , ,deg ( )i in A pρ ρ

Ω Ω= . 

П. 3,ас. Вычисляются степени:  
,

фy 1i i ir n mρ ρ ρ ∗ ρ= +μ − −� ,   , 1i iil nρ ρ ρ
Ω= + ν −� ,   ,

фy , 1i i i iin n mρ ρ ρ ρ ∗ ρ ρ
Ωϑ = + ν +μ + − − . 

П. 4,ас. По значениям ,
,g i

ρ ∗ν , таб in ρ= ϑ  и ,
i
ρ ∗σ % из памяти контроллера вы-

бираются соответствующие коэффициенты jΔ , 0, ij ρ= ϑ�  СНПФ и величина 

,таб табit tρ =  с, а затем вычисляются величина ,0i
ρω  и коэффициенты ,i j

ρδ  по фор-

мулам: 
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,
,0 ,таб 0/( )i i it tρ ρ ρ ∗ω = − τ ,  , ,0( ) i j

i j j i
ρϑ −ρ ρδ = Δ ω
� ,   0, ij ρ= ϑ� . 

П. 5,ас. Вычисляются коэффициенты полинома 

,0 ,1, ,
( ) ( )i i

i

n
i i ii i n

A p p A p p p
ρ ρ

ρ
νρ ρ ρ ρ ρ

Ω= = α +α +…+α �
�

� ,                                       (10) 

где 
,

1
ii n ρ

ρα =
�

, и формируется следующая система алгебраических уравнений:  

0 00

1 0 11

1 2

0

1 0

1

0 0 0
0 0
0 0 0
0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

m

m

n l

n

n r

ϑ−

ϑ

β α δλ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥β α α δλ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥α δ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥α α =λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥α α ρ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥α δρ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

��

�

� �

" "
% %
% # % #
% # % #
% % #
% % # #
" "

,                                                       (11) 

Здесь введены упрощенные обозначения: 
i

m m ρβ = β , ,j i j
ρα = α , ,j i j

ρλ = λ , ,j i j
ρρ = ρ , 

,j i j
ρδ = δ , ir rρ=� � , il l ρ=� � , in nρ=� � , i

ρϑ = ϑ� . Матрица системы (11) имеет 1il
ρ +�  столб-

цов, составленных из коэффициента 
i

m m ρβ = β , и 1ir
ρ +�  столбцов, которые со-

ставлены из коэффициентов полинома (10).   

П. 6,ас. По результатам решения системы (11) формируются полиномы  

,0 ,1 ,
( ) i

i

r
i i i i r

R p p p
ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ= ρ +ρ + +ρ �

�
� … , ,0 ,1 ,

( ) i

i

l
i i i i l

L p p p
ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ= λ + λ + + λ

�
�

� … , 

а затем – полиномы 

,( ) ( ) ( )i
i i iR p p R p B p

ρνρ ρ ρ
Ω= � ,    ,( ) ( ) ( )i i iL p A p L pρ ρ ρ

Ω= � , 

,
,

1
, ,1 ,0, 1

( ) ( )( )
i g i

i i i im i
Q p A p pρ ρ ∗

ρ − ρ ρ ρ ρ
Ω ν −

= β δ + + δ + δ… ,     i =1, 2 . 

П. 7,ас. Вычисляются корни ,i jpρ , 0, ij ρ= ϑ�  полинома ,0( )i iD pρ ρ= δ +�  

,1 ,
i

i
i i

p p
ρ

ρ
ϑρ ρ

ϑ
+δ + + δ

�
�… , i =1, 2; а затем – период дискретизации управления ρ-го 

робота: 

упр ,max/ 4 iT ρ ρ= π ω ,     { },в ,к
,max , ,max , Im , 1, 2i i j i jj

p p iρ ρ ρω = = , 

где ,в
,i jpρ  и ,к

,i jpρ – вещественные и комплексные корни полинома ( )iD pρ� . Затем 

ПФ , ( ) ( ) / ( )i Q i iW p Q p R pρ ρ ρ=  и , ( ) ( ) / ( )i L i iW p L p R pρ ρ ρ=  подвергаются при упрT T ρ=  
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преобразованию  

,
,

( )1( ) i Q
i Q T

W pzW z Z
z p

ρ
ρ

⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,  ,
,

( )1( ) i L
i L T

W pzW z Z
z p

ρ
ρ ⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
, 1, 2i = .               (12) 

Здесь {}TZ ⋅ – преобразование, которое каждому изображению по Лапласу ста-

вит в соответствие z-изображение [9, с. 211]. В целом преобразование (12) 

удобно выполнять с помощью функции «c2d» пакета MATLAB. В результате 

получаются ПФ , ( ) ( ) / ( )i Q i iW z Q z R zρ ρ ρ=  и , ( ) ( ) / ( )i L i iW z L z R zρ ρ ρ= . 

П. 8,ас. Если полином ( )iR pρ  имеет множитель pν , т.е. .1( ) ( )i iR p p R pρ ν ρ= , 

то коэффициенты полинома ( )iR zρ  округляются таким образом, чтобы он 

имел вид ,1( ) ( 1) ( )i iR z z R zρ ν ρ= − . При этом уравнения АдФУ представляются так 

( 1) ( ) ( )i iz u z w zν ρ ρ− = ,    ,1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iR z w z Q z g z L z y zρ ρ ρ ρ= − , 1, 2i = ,            (13) 

где ( )iw zρ – z-изображение вспомогательной переменной ,i kwρ . Искомый алго-

ритм АдФУ находится путем перехода в уравнениях (13) к оригиналам. 

П. 9,ac. Выход из алгоритма синтеза. 

Коэффициенты полученных в П. 8,ас алгоритмов АдФУ при i = 1 и i = 2 

записываются в соответствующие ячейки памяти контроллера ρ-го робота, 

после чего его адаптивная ЛСУ переходит в режим формирования управ-

ляющих воздействий. 

Заключение. Таким образом, последовательное применение алгорит-

мов марковской идентификации и аналитического синтеза в адаптивном ре-

гуляторе позволяет автоматически сформировать алгоритмы вычисления 

управляющих воздействий, соответствующих текущим значениям порядка и 

параметров каждого ρ-го робота. Эти алгоритмы запускаются каждый раз в 

начале движения и при существенном изменении условий функционирования 

каждого ρ-го робота группы. Признаком необходимости запуска этих алго-

ритмов является возникновение больших значений отклонений в процессе 

функционирования роботов. 
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