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О заполнении вершин ориентированного графа 
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Аннотация: В работе рассмотрена задача заполнения вершин ориентированного графа. 
При этом полагается, что выбор вершин, из которых будет производиться заполнение и их 
количество определяются нами. Процесс заполнения предполагается дискретным. Пропу-
скные способности дуг и емкости вершин – целые числа. В такой постановке задача может 
рассматриваться как модельная для рассмотрения процессов орошения в закрытых ороси-
тельных сетях, доставки товаров по сети. 
Ключевые слова: граф, ориентированный граф, оросительная система, пропускная спо-
собность вершин графа, логистическая система, доставка товаров, заполнение вершин 
ориентированного графа, сетевые методы, транспортная задача. 
 
 

В последнее время наметился переход от собственно теории графов к 

изучению процессов на графах, когда объектом изучения является не сам 

граф и его свойства, а процесс, рассматриваемый на нем, т.е. сам граф высту-

пает «основой», на которой развивается процесс. Началом такого подхода 

следует считать работы Форда Д., Фалкерсона по теории потоков в сетях 

([1]). Сегодняшний этап развития такого подхода связан с рассмотрением ре-

сурсных сетей (О.П. Кузнецов, Л.Ю. Жилякова [2]-[6]), графов с ограниче-

ниями на достижимость (Ерусалимский Я.М., Скороходов В.А. [7]-[11], диф-

ференциальных уравнений на графах ([12]-[19]). Обзор последних результа-

тов по динамическим графовым моделям и процессам сделан в [20]. 

В настоящей работе рассмотрена задача о заполнении вершин графа 

динамическим потоком. При этом полагается, что выбор вершин, из которых 

будет производиться заполнение и их количество определяются нами. Про-

цесс заполнения предполагается дискретным. Пропускные способности дуг и 

емкости вершин – целые числа. В такой постановке задача может рассматри-

ваться как модельная для рассмотрения процессов орошения в закрытых оро-

сительных сетях, доставки товаров по сети. 
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Насколько нам известно, подобные задачи ранее не рассматривались, 

поэтому нам придется давать определения, вводить новые понятия и т.п. Мы 

постарались свести их объем к минимуму, а везде где возможно использовать 

общепринятую терминологию из теории графов и сетей (см. [1]).  

Пусть ),,( fUXG   –  граф, )( ∅≠X  –  множество вершин, U  –  множе-

ство дуг, XXf →:  –  отображение инцидентности (см.[2]). Мы будем рас-

сматривать задачи о заполнении потоком вершин графа. 

На графе ),,( fUXG  заданы пропускные способности дуг 0)( >iuϕ , ём-

кости вершин – 0)( ≥ixс .  

Время дискретно +∈Zt . Обозначим через ),( txс i  - количество вещества 

потребленного вершиной ix  за время Zt];0[ .   

Пусть Xx∈ , обозначим через )(xU −  множество дуг графа, определен-

ное следующим }){()( 1 xXfxU ×= −
− . Таким образом, )(xU −   – множество дуг, 

заканчивающихся в вершине  x . 

Пусть Xx∈ , обозначим через )(xU +  множество дуг графа, определен-

ное следующим )}({)( 1 XxfxU ×= −
+ . Таким образом, )(xU +   – множество дуг, 

начинающихся в вершине  x . 

Определение 1. Вершина x  называется источником, если ∅=− )(xU , а 

∅≠+ )(xU . 

Определение 2. Вершина ориентированного графа называет-

ся стоком, если ∅=+ )(xU  и ∅≠− )(xU . 

Определение 3. Пусть x - вершина графа, Xx ∉′ , Добавим вершину x′  

на граф, соединив её дугой с вершиной x (с началом в x′ ). В этом случае бу-

дем говорить, что она подключена к вершине x . 
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Ясно, что подключаемая вершина ориентированного графа является  

источником.  

Определение 4. Пусть ),,( fUXG   –  граф, XX ⊆∅≠ )(~ . Графом с под-

ключёнными вершинами, порождённым множеством X~ ,  будем называть 

граф полученный из G подключением вершин ко всем вершинам множест-

ва X~ . 

Возможное обозначение ),,
~~(~ fUXXGX ′∪  Здесь через X

~~ обозначено 

множество подключенных вершин, а f ′ - расширение f на XX
~~∪ . 

Дальше будем рассматривать задачи о множествах подключенных 

вершин, т.е. о нахождении множества X~ в различных постановках. 

Определение 5. Вершина Xx∈  называется потребителем в момент 

времени t , если  )(),( xctxc < , т.е. если её максимальная ёмкость ещё не дос-

тигнута.  

Определение 6. Вершина Xx∈ называется транзитёром с момента 

0t , если 0),(),( ttxсtxс ≥= . 

Будем считать, что  += ZT  – время. Определим множество источников 

на графе – )( UII ⊂ , множество стоков обозначим )( USS ⊂  (оно может 

быть и пустым. Множество )(\ SIU ∪ будем называть множеством проме-

жуточных вершин.    

Определение 7. Динамическим потоком с потреблением в вершинах на 

графе G  с заданным множеством источников будем называть  пару функций 

– функцию μ , определенную на TU × , принимающую неотрицательные зна-

чения и называемую потоком на дугах, и функцию ),( txd , определенную на 
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TX × , принимающую неотрицательные значения, называемую потреблени-

ем в вершинах. Эта пара функций должна удовлетворять следующим услови-

ям: 

1. )(),( uctu ≤μ . 

2. Для любой промежуточной вершины x  и любого t  выполне-

но ∑ ∑
− +∈ ∈

+++=
)( )(

)1,()1,(),(
xUu xUu

txdtutu μμ , где ),( txd   –  количество 

потреблённого вещества в момент времени  t . 

Обозначим через ),( txс i  - количество вещества потребленного верши-

ной ix  за время Zt];0[ , т.е. ∑
=

=
t

ii xdtxс
0

),(),(
τ

τ . 

3. Для любой вершины x  и любого t  )(),( xctxc ≤ . 

В рассматриваемой задаче будем дополнительно считать, что выполне-

но условие 4 – «жадности вершин»: 

4. 

)1,(),()1,(

),(),()(0),,()()1,(

),()(),(,),()1,(
)(),(,0)1,(

)()(

)(

)()(

+−=+

<−<−=+

−≤=+

==+

∑∑

∑
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−+

−

−−

∈∈

∈

∈∈

txdtutu

иtutxcxcеслиtxcxctxd

txcxctuеслиtutxd
xctxcеслиtxd

xUuxUu

xUu

xUuxUu

μμ

μ

μμ

 

То есть потребление в вершине x  становится равным нулю ( 0)1,( 0 =+txd ), ко-

гда вершина заполнена и превратилась в транзитёра. Ясно, что с этого мо-

мента  0,0),( tttxd >∀= . Потребление равно суммарному потоку, входящему в 

вершину x , если этот поток полностью не заполняет вершину за одну едини-
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цу времени. Если же входящий поток больше, чем оставшаяся ёмкость в 

вершине, то потребление будет равно этой ёмкости ),()()1,( txcxctxd −=+ . 

Пример 1. 

  

 

 

 

Рис. 1 

Пусть x′  – подключаемая вершина, ёмкость вершин и дуг равна 1, то-

гда динамический поток можно определить следующей таблицей:  

Вре

мя 

( t ) 

),( taμ   ),( txc  

),( 1 tuμ
 

),( 2 tuμ
 

),( 3 tuμ
 

),( 4 tuμ
 

),( 5 tuμ
 

),( 6 tuμ
 

),( 1 txc
 

),( 2 txc
 

),( 3 txc
 

),( 4 txc
 

),( 5 txc
 

0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0 

1  0  0  0  0  0  0  1  0  0  0  0 

2  1  0  0  0  0  0  1  0  0  0  0 

3  1  0  0  0  0  0  1  1  0  0  0 

4  1  1  0  0  0  0  1  1  0  0  0 

5  1  1  0  0  0  0  1  1  1  0  0 

6  1  1  1  0  0  0  1  1  1  0  0 

7  1  1  1  0  0  0  1  1  1  1  0 

8  1  1  1  1  0  0  1  1  1  1  0 

1x

4x

5x  

2x 3x

1u  

2u  

3u  

4u  

5u  

6u  

x′
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9  1  1  1  1  1  0  1  1  1  1  0 

10  1  1  1  1  1  0  1  1  1  1  1 

11  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 

 

Из таблицы видно, что процесс заполнения графа является пошаговым: про-

цесс начинается с заполнения самого источника и далее, поочерёдно, запол-

няются все вершины графа. После определения потока на шагах 0, . . . , k 

можно определить значение потока и на k+1 шаге.  

Задачу о заполнении вершин графа из одного источника с условием 

«жадности вершин» можно назвать задачей о «пуске бахчисарайского фонта-

на». 

Сформулируем потоковые задачи. 

Задача №1 

Как назначить |)~|( Xn =  источников и какой максимальной мощности 

они должны быть, чтобы все вершины полностью заполнились  за наимень-

шее время? 

Рассмотрим случай с одним источником: 1|~| =X . Пусть граф является 

корневым ориентированным деревом. Ёмкости вершин заданы. 

Определение 8. Ориентированным деревом (или ордеревом) называется 

ориентированный граф без циклов, во все вершины которого, кроме одной, 

входит ровно одна дуга. Единственная вершина, из которой дуги только вы-

ходят, называется корнем дерева. Остальные вершины называют-

ся узлами дерева. 
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Рис. 2 

Определение 9. Висячая вершина ордерева называется листом. Путь из 

корня в лист называется ветвью. Длина наибольшей ветви ордерева называ-

ется высотой ордерева. Расстояние от корня до некоторой вершины назы-

вается уровнем вершины. Сам корень имеет уровень 0. Вершины одного 

уровня образуют ярус дерева. 

Определение 10. Большой веткой дерева называется единственный путь до 

конечной «висячей» вершины дерева, которая не имеет исходящих дуг. 

Определение 11. Ветка называется заполненной, если все её вершины запол-

нены. 

Ясно, что для заполнения дерева единственным источником необхо-

димо подключать его к корневой вершине, так как в любом другом случае 

она останется незаполненной. 

При таком подключении рассмотрим следующие случаи. 

Случай 1. Мощность источника 0x  - равна 1. То есть в единицу време-

ни вершина выдаёт единицу вещества. Пропускные способности всех дуг бу-

дем считать равными 1 и емкости всех вершин положительными и целочис-

ленными. В этом случае каждая ветка графа может заполняться поочерёдно и 

время её заполнения будет равно суммарной ёмкости находящихся на ней 

вершин плюс количество подводящих к вершинам дуг, поэтому справедлива 

…………………………. 
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Теорема 1.  В указанных выше предположениях (Случай 1) время за-

полнения дерева равно сумме емкостей всех его вершин плюс количество 

дуг, то есть n-1: 

                  )1()()( −+=+= ∑∑
∈∈

nxcUxct
XxXx

наим                                   (1) 

 

Пример 2.  

 

      

 

 

 

Рис. 3 

Из примера видно, что независимо от последовательности заполнения 

веток время заполнения будет равно суммарной ёмкости вершин и количест-

ву дуг входящих в соответствующую ветку. Таким образом, наименьшее и 

единственно возможное время 938)520105()5102010(. =++++++++=наимt . 

 

Случай 2. 

Теперь считаем, что мощность источника равна количеству вершин 

следующего уровня, пропускные способности всех дуг равны 1, а емкости 

вершин целочислены. То есть, ветки графа теперь могут заполняться не по-

следовательно, а одновременно. Ясно, что справедлива 

10 20
10

5

5

10 20
5

0x

x′  
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Теорема 2.  В сформулированных выше условиях имеет место: 

                                               zapvetkivetkizap tt max=  ,                                    (2) 

где zapt ‐ время заполнения графа,  zapvetkit ‐ время заполнения ветки графа. 

Теорема 3. 

                                                  UxckGTxc
XxXx

+≤≤ ∑
∈

∈
)(),()(max min                      (3) 

Так в примере 1, пока заполняется вершина верхней ветки ёмкости 10, 

в то же время, в нижней ветке заполнятся уже 2 вершины ёмкости 5. Таким 

образом, независимо от количества веток, наименьшее время заполнения бу-

дет равно суммарной ёмкости вершин и количеству дуг самой ресурсоёмкой 

ветки, так как на момент её полного заполнения, другие ветки уже будут за-

полнены и мощность подключенного источника будет использоваться не 

полностью. В нашем примере наименьшее время заполнения графа .наимt будет 

равно времени заполнения верхней ветки, то есть  

4945102010. =++++=наимt . 

Случай 3.  

Пусть рассматриваемый граф является сильно связным с одним ис-

точником и ёмкости всех его вершин 0> . 

 

Определение 12. 

Ориентированный граф называется сильно связным, если в нём суще-

ствует ориентированный путь из любой вершины в любую другую. 
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Рассмотрим задачу о заполнении сильно связного графа одним под-

ключенным источником. В таком случае мы можем построить ориентиро-

ванное растущее покрывающее дерево, объявить его корень источником. Бу-

дем считать, что емкости вершин этого дерева равны их емкостям на исход-

ном графе. Это дерево является частичным графом исходного графа.  Рас-

смотрим задачу заполнения вершин дерева. Её решение нам известно. В том 

числе нам известен динамический поток, заполняющий вершины. Перенесем 

этот поток на исходный граф, объявив, что поток на дугах, не вошедших в 

дерево, тождественно равен нулю. В результате мы получили динамический 

поток на исходном графе, заполняющий его вершины с временем заполнения 

равным сумме емкостей всех его вершин. Ясно, что время заполнения графа 

не может быть меньше этой суммы. Таким образом, мы доказали теорему. 

Теорема 4. 

В указанных выше предположениях (сильно связный граф, один под-

ключенный источник, мощности равной 1) минимальное время заполнения 

графа равно сумме емкостей всех его вершин плюс количество дуг покры-

вающего дерева. 

Случай 4.  

Пусть рассматриваемый граф является деревом с одним источником и 

на нём есть вершины ёмкости которых =0 . 

В таком случае мы, возможно, имеем дерево с висячими вершинами, 

ёмкости которых равны 0. Заполнять эти вершины не требуется. При этом 

каждая такая вершина увеличивает время заполнения дерева на 1. Поэтому, 

нам необходимо исключить все нулевые висячие вершины, а также корневую 

вершину, если её ёмкость также равна 0, и после её удаления мы опять полу-

чим дерево. После первой итерации этого шага могут возникнуть новые ви-
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сячие вершины нулевой ёмкости. Их также следует удалить и продолжать 

процесс «обрезки» до тех пор, пока после очередного шага такие вершины не 

образуются.  

Пример 3. 

Пусть дерево имеет вид: 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4 

Если бы мы считали время заполнения дерева с учётом вершин нуле-

вой ёмкости, то 288)0005()05010(. =++++++++=наимt . Хотя на самом деле – 

2445)5010(. =++++=наимt , а само дерево следует рассматривать в таком виде: 

 

 

 

 

 

Рис. 5 
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Заметим, что в Примере 3 нам не удалось убрать одну нулевую вер-

шину так она не являлась висячей ни на одном из этапов «обрезки».  

Определение 13. 

Вершину нулевой ёмкости, оставшейся на графе после процедуры 

«обрезки» всех висячих вершин нулевой ёмкости, будем называть внутренней 

вершиной нулевой емкости. 

Для деревьев с внутренними вершинами нулевой ёмкости также спра-

ведлива формула (1). 

Случай 5.  

Пусть рассматриваемый граф является сильно связным с одним ис-

точником и на нём есть вершины ёмкости которых =0 . 

В таком случае мы можем получить ориентированное растущее по-

крывающее дерево с висячими вершинами, ёмкости которых равны 0. Каж-

дая такая вершина увеличивает время заполнения дерева на 1. Поэтому, в ал-

горитм поиска покрывающего дерева необходимо добавить шаг – исключе-

ние всех нулевых висячих вершин по аналогии со Случаем 4. 

Пример 4. 

Пусть сильно связный граф имеет вид: 

 

 

 

 

Рис. 6 
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Ёмкости вершин равны: 0)()(,1)()( 4231 ==== xcxcxcxc . 

Тогда, покрывающее дерево растущее из вершины 1x имеет вид: 

 

   

 

Рис. 7 

Если бы мы считали время заполнения дерева с учётом висячей нуле-

вой вершины, то 53)0101(. =++++=наимt . Хотя на самом деле – 

42)101(. =+++=наимt , а само дерево следует рассматривать в таком виде: 

 

 

Рис. 8 

Если покрывающее дерево имеет корень в вершине 2x ,то оно имеет 

вид: 

 

 

Рис. 9 

В этом случае 53)1010(. =++++=наимt и уменьшить данное время мы 

уже не можем. 

Случай, когда корнем покрывающего дерева является 3x аналогичен 

случаю с корнем 1x , а с корнем  4x случаю с корнем  2x . 
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Таким образом, если рассматриваемый граф является сильно связным 

с одним источником и на нём есть вершины ёмкости которых =0мы вынуж-

дены построить все возможные покрывающие деревья, провести «обрезку» 

нулевых висячих вершин, если такие найдутся, вычислить время заполнения 

каждого дерева, и только тогда выбрать то, дерево, время заполнения которо-

го в итоге получилось наименьшим. 

Задача о 1~ =X  решена. 
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