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Аннотация: Обсуждаются шаги построения алгоритма расчета напряженного 
и деформированного состояния тонкого кругового диска, испытывающего тепловое 
и силовое воздействия. В центральной части диска создается однородное поле температур. 
В рамках теории течения идеального упругопластического тела рассматриваются условия 
пластичности общего вида. Принимается, что общим для всех условий пластичности 
является предел пластичности на одноосное растяжение. Установлены зависимости между 
радиусом диска, температурой центральной области диска и внешним давлением, 
определяющие возникновение пластических областей. Для кусочно-линейных условий 
пластичности общего вида определены аналогичные зависимости, когда на 
упругопластических границах реализуются сингулярные режимы пластичности. Для 
различных значений входных параметров задачи приведены графики напряжений, 
эквивалентных напряжений и годографа вектора напряжений. 
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Математическому моделированию напряженного и деформированного 

состояния тел цилиндрической формы, испытывающих кинематическое, 

силовое, тепловое и инерциальное воздействия посвящено большое число 

работ [1–6]. Практически во всех последних публикациях учитывается 

зависимость параметров модели от температуры, например, [7–18]. 

Постановка задачи 

Рассматривается тонкий круговой диск, подверженный полярно-

симметричному тепловому и силовому воздействиям. Поле температур 

центральной части диска ar ≤≤0  является однородным aTT = . На внешней 

границе диска задано давление bp  и температура 0=bT .  
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Исходные соотношения 

Упругие деформации выражаются через напряжения согласно закону 

Гука 
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Рассматривается аддитивная форма связи полных, упругих, 

пластических деформаций при свободном тепловом расширении 
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Окружная и радиальная компоненты тензора полных деформаций 

выражаются через перемещения по формулам 
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и уравнение равновесия  
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Условие пластичности  
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Приращения пластических деформаций связаны соотношениями, 

следующими из ассоциированного закона пластического течения 
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Все величины приводятся к безразмерному виду. В качестве масштаба 

напряжений выбран предел пластичности k при начальной температуре, 

в качестве масштаба длины – радиус a. Для безразмерных величин принято 
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обозначение размерных величин, что не привносит путаницу, поскольку не 

вводятся безразмерные комплексы. Все величины являются усредненными 

по толщине дискa. 

Для определения напряженного, деформированного и температурного 

состояния диска выбирается цилиндрическая система координат, ось которой 

перпендикулярна срединной поверхности диска и является осью симметрии 

диска.  

Поле температур 

Для несвязной термопластической задачи температурное поле 

определяется независимо от напряженно-деформируемого состояния [19] 
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Упругое состояние 

Обозначим через ei cc ,  радиусы границ области, в которой диск 

находится в упругом состоянии, а через ip  и ep  – давления на этих 

границах. В этой области компоненты тензора напряжений определяются по 

формулам [19]: 
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При решении рассматриваемой упругопластической задачи, если 

имеется пластическая зона, напряжения в зоне упругого состояния можно 

определять из решения начальной задачи. Полагая, что на 
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упругопластической границе iicrr p−==|σ , ϕϕ σσ iicr ==| , находим формулы 

для величин А и B: 
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Соотношения закона Гука и определение деформаций позволяют найти 

деформации и перемещения. 

Переход диска в упругопластическое состояние 

Задача плоского напряженного состояния идеального 

упругопластического тела в области пластического состояния является 

статически определимой. Поэтому, если граничные условия не содержат 

перемещений, то определение напряжений не зависит от деформированного 

состояния.  

Анализ упругого напряженного состояния диска показывает, что 

в зависимости от величины радиуса диска в процессе нагружения зарождение 

пластической области может происходить или на границе ar = , или на 

границе br = , или на границах ar =  и br =  одновременно. 

Будем полагать, что для всех условий пластичности общим является 

предел пластичности на одноосное растяжение.  

В области ar ≤≤0  реализуется однородное напряженное состояние 

ϕσσ =r , поэтому в этой части диска при переходе в пластическое состояние 

для любого условия пластичности будет выполняться режим kr −== ϕσσ . Из 

формул (8)–(10) (полагая 0=ic , bce = , be pp = ) следует, что указанный 

переход выполняться, если 
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Если давление 0=bp , то для любого условия пластичности на границе 

br =  для напряжений имеем 0=rσ , 0k=ϕσ . Температура aT , при которой 

в пластическое состояние переходит только граница br = , определяется по 

формуле 
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Рассмотрим случай, когда выбирается кусочно-линейное условие 

пластичности общего вида 
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Если на границе br =  давление 0≠bp  и выполняется режим пластичности  

0krii =+ σβσα ϕ , то 
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Величину exT  в явном виде можно получить также для некоторых 

функций пластичности, не являющихся кусочно-линейными, например, для 

квадратичных. 

Равенство exin TT =  позволяет определить радиус диска kbb = , для 

которого одновременно на границах ar =  и br =  зарождается пластическая 

область.  

Кроме величины kb  можно вводить ряд аналогичных величин, 

позволяющих достаточно просто структурировать алгоритм решения задачи. 

Так, можно найти такие значения kbbb <= 1  и 1TTa = , для которых 

в пластическом состоянии будут находиться две области: внутренняя 

ar ≤≤0  и внешняя brce ≤≤ , где ec  находится из некоторого 
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определяемого условия. Тогда можно говорить о дисках малого радиуса, 

когда 1bb < , и о дисках среднего радиуса, когда kbbb ≤≤1 .  

Так, если выбрано условие пластичности Шмидта–Ишлинского и 

03/20 kpb <≤ , то 1b  и 1T  можно рассматривать как значения, для которых 

на границе ecr=  выполняется условие смены режима пластичности  
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Для идеального упругопластического тела в области 

упругопластического состояния диска, если граничные условия заданы 

в напряжениях, задача определения напряжений будет статически 

определимой и является начальной задачей для радиальной компоненты 

тензора напряжений.  

Напряжения в зонах пластического состояния для условия 

пластичности (11) будут определяться по формулам: 
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где iC  находится из условия iirrr p−==|σ , которое является или граничным, 

или следует из условия непрерывности напряжений. 

Особо следует выделить условие пластичности Треска. Режимы этого 

условия пластичности соответствуют случаям: 0=+ ii βα , 0=iα , 0=iβ . Для 

нахождения напряжений в пластической области необходимо выполнить 

предельный переход в формулах (12). Однако проще получить искомые 

формулы непосредственно, решив начальную задачу для указанных режимов 

пластичности.  



Инженерный вестник Дона, №2 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n2y2018/4973 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

В случае, когда 0=+ ii βα , 
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Когда 0=iα , из условия пластичности следует, что  
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 и из уравнения равновесия получаем 
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Эквивалентное напряжение 

Для оценки напряженного состояния определяем эквивалентное 

напряжение, которое связываем с условием пластичности. Для каждого i-го 

режима кусочно-линейное условие пластичности имеет вид 

riieq σβσασ ϕ += . 

Алгоритм решения задачи, когда выбирается условие пластичности 

Треска, рассмотрен в работе [15]. Ниже будет использоваться условие 

пластичности Шмидта–Ишлинского (см. рис.1). 

 

Рис. 1. Шестиугольник Шмидта–Ишлинского 

Для других кусочно-линейных условий пластичности решение задачи 

не будет содержать принципиально новых моментов. 
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Упругопластические области 

При проведении численных расчетов будем полагать, что безразмерные 

величины 10 =k , 1=a , 012.0=Eα , )3(0008.0=ξ , 0=bp . Обозначим через iFc  

радиус упругопластической границы (область icra ≤≤ ), соответствующий 

режиму F, через eBc  – радиус упругопластической границы (область 

brce ≤≤ ), соответствующий режиму B. Когда aci =  и bce = , из равенства 

exin TT =  находим 3096.3== kbb  и 5122.219=== exina TTT . Когда aci =  и 

eBe cc = , из условий непрерывности напряжений на границе ar = , где 

( )ar Tk ξσσϕ −== 10 , на упругопластической границе ecr = , на которой  
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)/ln(
)/ln(1

3
2

0 ab
cbTk ea

r
ξσσϕ , 

для граничного условия bbrr p−==|σ  находим, что 2.25341 == bb , 

336.69111 ==TTa , 1.3355== eBe cc . 

Вариант iFi cc =  и bce =  не реализуется, поскольку для выбранных 

параметров модели максимальное значение aT , определяемое из условия 

0)1(0 =−= Tkk ξ , равно 12000. Для многих сталей предел пластичности 

исчезает уже при температуре 6000. 

Графики напряжений 

Выполненное выше исследование позволяет построить алгоритм 

решения задачи в зависимости от значения радиуса диска, температуры 

в центре диска и давления на границе.  

Ниже на рис. 2–5 приведены графики распределения напряжений, 

эквивалентных напряжений и годографа вектора напряжений. Цифры на 

графике эквивалентных напряжений указывают следующее соответствие: 

 )(5.01 req σσσ ϕ +−=→ , req σσσ ϕ 5.02 −=→ , req σσσ ϕ −=→ 5.03 . 
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Рис. 2. 2,03.154 ==== bcTT eexa  

         

Рис. 3. 34.1,25.2,69.336 11 ===== ea cbbTT  

           

Рис. 4. 22.1,11.1,1,05.4702 ===== eBeia cccTT  

          

Рис. 5. 22.1,4,82.2551 ===== iea cbcTT  
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Деформированное состояние диска 

Зная напряженное состояние и используя формулы (1) –(7), несложно 

найти полные, пластические, упругие деформации и радиальные 

перемещения в диске. Вопросы вычисления деформаций при использовании 

кусочно-линейных условий пластичности в рамках теории пластического 

течения рассматривались в [20–22]. 

Выводы 

Вид формулы для напряжений и деформаций зависит от выбранного 

алгоритма решения задачи. Все различные формулы для конкретной 

величины приводимы одна к другой. Графики для эквивалентных 

напряжений и годографа вектора напряжений используем для контроля 

полученного решения для напряженного состояния. Вопросы построения 

алгоритма решения рассматриваемой выше конкретной задачи характерны 

для большинства аналогичных задач.  
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