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Аннотация: Решена обратная задача для толстостенного цилиндра, испытывающего 
температурные и силовые воздействия, находящегося в условиях плоской 
осесимметричной задачи теории упругости. Получен закон изменения модуля упругости, 
при котором цилиндр является равнонапряженным по теории прочности Мора. Задача 
свелась к дифференциальному уравнению первого порядка. Данное уравнение было 
решено численно, при помощи метода Рунге-Кутта четвертого порядка. 

Ключевые слова: толстостенный цилиндр, оптимизация, неоднородность, метод Рунге-
Кутта, температура, плоская осесимметричная задача. 
 

Рассматривается толстостенный цилиндр c внутренним радиусом a  и 

внешним радиусом b , испытывающий действие внутреннего давления ap  и 

внешнего давления bp .  Пусть температура цилиндра меняется от aT  на 

внутренней поверхности, до 0 на внешней. 

Закон изменения температуры при этом будет иметь вид: 

0
ln( / )( ) .
ln( / )

b rT r T
b a


 

Известно, что для однородного цилиндра напряжения при этом будут 

распределяться неравномерно. Исчерпание несущей способности произойдет 

в какой-то малой области, т.е. ресурс материала оказывается использованным 

не в полной мере. Прямой метод рассмотрен при расчёте полимерных 

цилиндров в работах [1, 2] и бетонных — в работах [3–5]. Обратный метод 

заключается в отыскании такого закона изменения механических 

характеристик, при котором конструкция будет равнонапряженной или 

равнопрочной. 
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Пусть цилиндр достаточно короткий, т.е. имеет место плоское 

напряженное состояние (ПНС). Основное разрешающее уравнение 

относительно радиальных напряжений при силовых и температурных 

воздействиях имеет вид [1, 3, 4]: 

3 ,r r r
E m E E T

r E r E r
         

 

  
 

(1) 

где 1m   . 

 Штрихом в формуле (1) обозначена производная по радиусу. 

Эквивалентное напряжение по упрощенной теории прочности Мора для 

осесимметричной задачи записывается в виде: 

,экв rk     (2) 

где [ ] / [ ]р ck     — отношение допускаемых напряжений на растяжение и 

сжатие. 

 Для равнонапряженного цилиндра эквивалентное напряжение 

постоянно во всей толще: 

0.экв rd d dk
dr dr dr

    

 
(3) 

 Радиальные и окружные напряжения связаны уравнением равновесия: 

r rr     . (4) 

 Подставив (4) в (3), получим следующее дифференциальное уравнение: 

( 2) .r rk     (5) 

 Общий интеграл этого уравнения при 1k   имеет вид: 
1

1
2 ,

1
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k



 
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
 

(6) 

где  1С  и 2С  — произвольные постоянные интегрирования, которые можно 

найти из граничных условий: 
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( ) , ( )r a r ba p b p     . (7) 
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 Подставив (7) в (1) получим дифференциальное уравнение первого 

порядка относительно модуля упругости: 
1 2 2( ) ,k kE Br C E T EAr      (9) 

где  
1 1 2( 1), 1 ,

1
mA C k B C C C m

k
        . 

 Данное уравнение представляет собой дифференциальное уравнение 

Бернулли. Аналитическое решение его можно получить лишь при 

определенных значениях k . Так в работах [6–8] приводится решение 

обратной задачи на основе третьей теории прочности, которая является 

частным случаем теории прочности Мора при 1k  . Уравнение (9) легко 

представляется в виде ( , )E f r E  , что позволяет решить его численно 

методом Рунге-Кутта четвертого порядка [9, 10].  

При этом возникает вопрос о граничных условиях. Модуль упругости 

на внутренней поверхности 0 ( )E E a  может быть произвольным, для 

удобства можно принять 0 1E  . 

Была решена модельная задача для толстостенного цилиндра при 

следующих исходных данных: внутренний радиус 15a см , внешний радиус 

25b см , коэффициент температурного расширения 
510 1/ град , 0.3 , 

0.5k  , внутреннее давление 10ap МПа , внешнее давление 0,bp   
0100aT C .  
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Рис. 1. — Изменение модуля 

упругости для равнонапряженного 

цилиндра 

 
Рис. 2. — Распределение эквивалентных 

напряжений в толще для однородного 

(штриховая линия) и неоднородного 

(сплошная линия) цилиндра 

На рис. 1 представлен график изменения модуля упругости 0( ) /E r E  

для равнонапряженного цилиндра. Рис. 2 — изменение эквивалентных 

напряжений для однородного цилиндра (штриховая линия) и 

равнонапряженного цилиндра (сплошная линия). Из представленного 

графика видно, что максимальные эквивалентные напряжения снизились с 

24.2 МПа до 17.2 МПа. Таким образом, несущая способность цилиндра при 

той же толщине увеличилась в 1.4 раза. 

Отметим, что при определенном соотношении между внутренним 

давлением и разницей температур на внутренней и внешней поверхности 

однородный цилиндр может быть равнонапряженным по третьей теории 

прочности. Уравнение (1) для однородного цилиндра перепишется в виде: 

0
2

3 .
ln( / )r r

E TE T
r r b a r


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
 

 
(10) 

 Условие постоянства эквивалентных напряжений по третьей теории 

прочности запишется в виде: 
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(11) 

 Общее решение уравнения (11) имеет вид: 

1 2 1 2
ln lnln , , .

ln ln ln ln
b a a b

r
p p p b p aC r C C C
a b a b
 
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(12) 

 Подставив (12) в (10), можно найти температуру 0T , при которой 

однородный цилиндр будет равнонапряженным: 

1
0

2( )2 ln( / ) .a bp pС b aТ
E E


 

   
(13) 

 Таким образом, неравномерный нагрев цилиндра может выступать в 

качестве еще одного способа создания равнонапряженного состояния. 
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