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Аннотация:В работе рассматривается изгиб пластины на упругом основании. Пластина в 
плане имеет прямоугольное очертание. Материал пластины изотропный. Пластина 
подкреплена рёбрами  жёсткости, направленными параллельно сторонам пластины. 
Учитывается, что рёбра жёсткости, параллельные разным сторонам, имеют разные 
жёсткости на изгиб и кручение. За расчётную схему принимается ортотропная пластина, 
имеющая различные цилиндрические жёсткости в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях, параллельных подкрепляющим рёбрам. Упругое основание принимается 
Винклеровским, т.е. считается, что реакция основания прямо пропорциональна прогибу 
пластины в каждой точке. За неизвестные НДС принимается прогиб пластины. Для 
определения прогиба используется метод Бубнова - Галёркина. Прогиб берётся в виде 
разложения в ряд с неизвестными коэффициентами по функциям, удовлетворяющим 
граничным условиям. Для определения неизвестных коэффициентов получена система 
линейных неоднородных алгебраических уравнений. Рассмотрен случай действия 
внешней нагрузки и реакции основания, передающихся  на пластину через рёбра 
жёсткости. 
Ключевые слова: Пластина, рёбра, упругое, основание, изгиб, прогиб, Бубнов-Галёркин, 
ортотропная, прямоугольная, распределённая нагрузка. 
 

                Расчёт различных  конструкций из армированных элементов имеет 

широкое применение при проектировании железобетонных строительных 

сооружений [1-5].   

                 Рассматривается прямоугольная пластина  с рёбрами жёсткости, 

направленными параллельно краям пластины, нагруженная распределённой 

нагрузкой, перпендикулярной срединной плоскости (Рис. 1). 

                 Пластинка рассматривается как конструктивно ортотропная. 

Дифференциальное уравнение изгиба ортотропной пластинки на упругом 

основании имеет вид [6,7]: 

ଵܦ
డర௪
డ௫ర ଷܦ2+ 

డర௪
డ௫మడ௬మ +ܦଶ

డర௪
డ௬ర  = q(x, y) - ߙw(x, y).                                       (1) 
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где   ܦଵ= ܦ ൅ ாభ௃భ
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ܦ =ଶܦ ,  ൅ ாమ௃మ
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ܦ =ଷܦ ,  ൅ ଵ
ଶ

ሺ௃మкр.

௔భ
 +௃భкр.

௕భ
ሻ, 

D - Цилиндрическая жёсткость пластинки, ܧଵܬଵи ܧଶܬଶ – жёсткость при изгибе 

рёбер,  ܬଶкр. и ܬଵкр.- моменты инерции при кручении рёбер, w(x, y) – прогиб 

пластины. 

                 Перейдём к безразмерным переменным ߦ,  следующей заменой ߟ

ߦ ൌ  ௫
௔
ߟ ,  ൌ  ௬

௕
ߣ ,  ൌ  ௔

௕
 . Учитывая дифференциальные зависимости           

డೖ

డ௫ೖ ൌ ଵ
௔ೖ

డೖ

డకೖ , డೖ
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ଵ
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డೖ

డకೖ
డೖ

డక೘డఎೖష೘ , получим (1) в 

следующем виде: 

ଵܦ
డర௪
డకర ଶߣଷܦ2+  డర௪

డకమడఎమ +ܦଶߣସ డర௪
డఎర  =ܽସሾqሺߦ, ሻ ߟ  െ ,ߦwሺߙ                          ሻ ሿ.                  (2) ߟ

 
Рис.1 

                 Решение принимается в виде двойного ряда: w (ߦ,  = ( ߟ

∑ ∑ ௠௡ݓ௠௡ܣ
ஶ
௡ୀଵ

ஶ
௠ୀଵ ,ߦ)  ,ߦ  где ,(ߟ ߟ െ безразмерные координаты, w(ߦ,  – (ߟ

функция, удовлетворяющая всем граничным условиям пластинки, ܣ௠௡ – 

неизвестные коэффициенты. 

                    Функциональное уравнение метода Бубнова – Галёркина [8] для 

пластинки, подкреплённой  рёбрами жёсткости, на упругом основании 

примет вид: 
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׭ ቄܦଵ
డర௪ሺక,ఎ ሻ 

డకర  ൅ ଶߣଷܦ2 డర௪ሺక,ఎ ሻ 
డకమడఎమ  ൅ ସߣଶܦ డర௪ሺక,ఎ ሻ 

డఎర െ஺

ܽସሾqሺߦ, ሻߟ െ െߙwሺߦ, ሻ ሿቅ ߟ ,ߦ௞௟ሺݓ ܣሻ݀ߟ ൌ 0.    k, ݈ = 1,2,3,...             

(3)      

                   После подстановки    w (ߦ,  :в (3) получим (ߟ

∑ ∑ ௠௡ܣ
ஶ
௡ୀଵ

ஶ
௠ୀଵ ׭ ቄܦଵ

డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 
డకర  ൅ ଶߣଷܦ2 డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 

డకమడఎమ  ൅ ൅ܦଶߣସ డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 
డఎర െ஺

ܽସሾqሺߦ, ሻߟ െ ,ߦ௠௡ሺݓߙ ሻ ሿቅ ߟ ,ߦ௞௟ሺݓ ܣሻ݀ߟ ൌ 0.    k, ݈ = 1,2,3,... 

                    Получили систему линейных алгебраических уравнений 

относительно неизвестных  ܣ௠௡: 

∑ ∑ ௞௟ܤ
௠௡ܣ௠௡

ஶ
௡ୀଵ

ஶ
௠ୀଵ  ௞௟.            k, ݈ = 1,2,3,...(4)ݍ = 

где ܤ௞௟
௠௡  =  ׭ ቄܦଵ

డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 
డకర  ൅ ଶߣଷܦ2 డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 

డకమడఎమ  ൅ ସߣଶܦ డర௪೘೙ሺక,ఎ ሻ 
డఎర ൅஺

൅ܽସݓߙ௠௡ሺߦ, ሻቅ ߟ ,ߦ௞௟ሺݓ ௞௟ݍ ,ܣሻ݀ߟ ൌ ׭ qሺߦ, ሻ஺ߟ ,ߦ௞௟ሺݓ  .ܣሻ݀ߟ

                    Если распределённая нагрузка и действие упругого основания 

передаются на пластинку через рёбра жёсткости  [9,10], то 

ሻݕ௞௟ሺݍ ൌ  ∑ ܾଵ ׬ ,ݔሺݍ ,ݔ௞௟ሺݓሻݕ ሻ௔ݕ
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଴
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଴
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൅ ∑ ܽସܾܽߙଵ ׬ ,ߦ௠௡ሺݓ ,ߦ௞௟ሺݓሻߟ ሻଵߟ
଴

௡మ
௜ୀଵ  ,ߟ݀

где ܽ െ длина ребра параллельного оси  ݔ, 

b -длинаребрапараллельногооси ݕ, 

 ܽଵ െ расстояниемеждурёбрамипаралельнымиоси ݔ, 

 ܾଵ െ  расстояниемеждурёбрамипаралельнымиосиݕ, 

݊ଵ- число рёбер параллельных оси x,݊ଶ- число рёбер параллельных оси y. 

                Определив ܣ௠௡ из системы линейных алгебраических уравнений, 
найдём выражение прогиба пластинки w (ߦ,  .(ߟ
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