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Аннотация: Температурные режимы нагрева и охлаждения при трехмерной печати 

являются наиболее значимой частью технологического решения при производстве 

изделий любой отрасли: от печати деталей для авиации и ракетостроения до 

строительства зданий или изготовления протезов человеческих костей. В работе 

рассматривается простой и достоверный способ получения расчетных значений 

нестационарных температур и тепловых потоков при послойной печати изделий с 

различными теплофизическими свойствами и неидеальным контактом между слоями, не 

требующий специальных программных оболочек и больших машинных ресурсов для 

вычислений. 
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Введение 

Технологический процесс создания трехмерных объектов методами 

аддитивных (наносимых слой за слоем) технологий связан с необходимостью 

выдерживать точные режимы их нагрева и охлаждения. А при создании 

изделий с заранее известными свойствами скорость изменения температуры 

каждого слоя влияет на процент появления брака, не позволяющего 

использовать продукцию по прямому назначению [1, 2]. В этой связи 

накопление полной и достоверной информации о процессах теплопереноса в 

составных телах с различными свойствами решает многие практические 

задачи конструирования [3]. 

В современных условиях повышенных требований к скорости 

конструирования, форсирование разработки и запуска в производство 

изделий зачастую не позволяет проводить полноценные физические 

эксперименты, заменяя их численными, проводимыми на мощных 
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компьютерах. Скорость подготовки изделий к серийному выпуску можно 

повысить при снижении требований к ресурсам компьютерной техники, 

создавая математические модели нагрева и охлаждения изделий, решение 

которых может взять на себя не очень мощный процессор самого принтера 

или небольшого дополнительного расчетного модуля к нему, например в 

виде дополнительного планшета или ноутбука. Возможности использования 

подобных систем нашли применение и в строительной отрасли [4]. 

Математическое описание процесса теплообмена 

Температуры внутри слоев изделия зависят от времени и могут быть 

описаны дифференциальными уравнениями теплопроводности. 

,
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помощью аддитивной печати: 
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Чаще всего граница раздела слоев при печати не учитывается при 

расчетах температурных режимов, однако в ходе исследований прочностных 

характеристик некоторыми авторами [5] выясняется, что на границе раздела 

слоев имеет место теплообмен в зоне контакта между соприкасающимися 

твердыми поверхностями. Равенства температур в зоне контакта удается 

добиться только в случае, если термическое сопротивление в этой зоне равно 

нулю, и контакт является идеальным. Однако, при нарушении технологии 
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печати изделий на поверхности слоев могут появляться неровности [6]. 

Поэтому контакт соприкасающихся поверхностей часто имеет дискретный 

характер, а термическое сопротивление в зоне контакта приводит к наличию 

перепада температур между отдельными слоями изделия. Учитывать фактор 

наличия термического сопротивления в зоне контакта можно при 

«сравнении» расчетных и фактических температур процесса охлаждения 

изделия, а при нарушении технологии изготовления данный факт будет 

обнаруживаться методами теплового неразрушающего контроля. 

 

Рис.  1. – Идеальный и неидеальный контакт двух слоев изделия. 

На рис. 1 показаны термопрофили в материалах слоев изделия при 

идеальном (равенство температур) и неидеальном контакте (перепад 

температур в зоне контакта) двух слоев изделия с негладкой поверхностью. 

Дополнительный температурный перепад кТ  зависит от теплофизических 

параметров среды в зазорах, состояния поверхностей и нагрузки на них, 

осреднённой температуры на стыке, удельной величины кq , а кТ  

определяется обычно экспериментально. кТ  соответствует кR  при 

прохождении через зону контакта среднего удельного теплового потока  кq  

ккк qТR /  
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Практически 98 % тепла в зоне стыка распространяется 

теплопроводностью в месте фактического контакта поверхностей и газовой 

прослойки [7], размеры которой слишком малы для возникновения 

конвективных токов. Следовательно, конвекцией здесь пренебрегают. Так 

как температура печати не превышает 550 
0
С, то и лучистый тепловой поток 

не превышает 2% от общей величины [8] и им тоже можно пренебречь. 

к  рассчитывается как обратно-пропорциональный кR  параметр, а по 

сути есть общая сумма проводимостей фактических зон контакта м  и 

вещества между зазорами ( с ), т. е. 

смк    

или 

смк RRR /1/1/1   

где мR  — сопротивление контактной области; сR  — сопротивление 

среды в полостях. 

Термическая проводимость контакта и сумма термических 

проводимостей контактных областей и сред в полостях связаны между собой, 

и эта связь правильно отражает качественные и количественные зависимости 

кR . 

Постановка задачи математического описания теплообмена на стыке 

слоев: 
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Закон изменения температуры охлаждающего воздуха  cc  , i , 

теплоотдача со стороны  наращенной  путем послойной печати охлаждаемой 

поверхности нар , нижней части поверхности стола вн  и расчетная 
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температура внT  принимаются по справочным или экспериментальным 

данным и не вызывают дополнительных затруднений [9]. Зависимость 

температуры охлаждающей среды от времени определяется только 

технологической картой процесса производства, а параметры теплоотдачи 

оцениваются по критериальным зависимостям из справочной литературы. 

Система уравнений (1) – (5) в обобщенных переменных: 
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Здесь 




  – температура, записанная в безразмерном виде, а   – масштаб 

отнесения, 

mR

x
X   – координата в безразмерной форме, mR  – общая толщина слоев 

изделия, 
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  – безразмерный параметр Фурье, a  – коэффициент, 

характеризующий скорость изменения температуры вещества в 

нестационарных тепловых процессах,   – время, 
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сопротивлению передачи тепла на поверхности, 
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 – безразмерный параметр для учета интенсивности теплообмена 

в зоне контакта. Рассчитывается по величине kiR  на границе 

соприкосновения i -го и ( 1i )-го слоев и отдельных слоев изделия. 
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Приближенный аналитический метод расчета 

Нестационарный теплоперенос слоях изделия имеет вид: 
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Решить задачу (12) – (16) можно, записав ее в виде 
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)(, inK  определяются: 
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nA  определяются на основе начального условия и рассчитываются: 
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в случае цилиндрического изделия ( Г =1): 
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Решение системы (12) – (16) получено при условии известных законов 

изменения температуры охлаждающего воздуха со стороны наращенной 

путем послойной печати охлаждаемой поверхности и температуры среды 

возле нижней части поверхности стола, которые подставляются в уравнение 

(17). Чтобы исключить необходимость непростого разрешения через 

элементарные функции интегралов в правой части выражения (17), трижды 

проинтегрированы по частям комплексы: 
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Получаемые корни n  пропорционально прирастают с ростом числа 

слоев печатаемого изделия. Обе последние суммы в правой части уравнения 

(24) не вносят фактического вклада по сравнению с остальными слагаемыми 

этого выражения. А ряды: 
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i,1  и i,1  должны удовлетворять: 
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Если проанализировать выражения (25) – (26) и (27) – (28), то можно 

установить, что: 

)(1)( ,1,1  ii  . 

В результате интегрирования (25) – (26): 

в случае плоского составного изделия ( Г =0) 

 iii hl)(,1 ; 

в случае цилиндрического изделия ( Г =1): 

 ln)(,1 iii hl ; 

в случае сферического изделия ( Г =2): 




1
)(,1 iii hl . 

il  и ih  являются константами и выражаются из условий (26). Если 

известны  i,1  и i,1 , то nD и nE  определяются так: 
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)(,2 i и )(,2 i можно получить из следующих систем уравнений: 
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Для нахождения )(,3 i и )(,3 i  системы уравнений записываются: 
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Поэтому (24) получает вид следующего выражения: 

 )()()(),( ,2

/

1,1122 iciccci Fo   

 )()()( ,3

//

2,2

/

2,3

//

1 icicic   

)exp()( 2

,

1

/ FoKA nin

n

n 




       (38) 

где 











2

//

14

/

121

/ )0(
1

)0(
1

)0(
n

c

n

c

n

сnn

D
AA


 











2

//

24

/

222 )0(
1

)0(
1

)0(
n

c

n

c

n

с

E


    (39) 



Инженерный вестник Дона, №7 (2022) 

ivdon.ru/ru/magazine/archive/n7y2022/7812 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2022 

Можно утверждать, что (38) является приближенным случаем, если 

1с  и 2с  выражены произвольными зависимостями. Но, когда 1с  и 2с  

определяются через функцию времени – полиному не выше второй степени – 

то решение становится точным. При нестационарном охлаждении изделий по 

аддитивной технологии при конвективном теплообмене упростить 

приближенные решения можно, когда теплофизические характеристики 

материалов слоев различаются не слишком существенно [9], что также имеет 

распространенное явление на практике [10-12]. 

Рассмотрим нестационарное охлаждение изделий по аддитивной 

технологии при конвективном теплообмене в среде нулевой температуры 

послойной конструкции с идеальным контактом слоев. Для изделия из m  

слоев с равномерной температурой в начальный момент времени система 

уравнений в безразмерной форме будет следующей: 
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Систему (40) – (45) представим так: 
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Постоянные ib  находятся по формуле, вида: 
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iiiii ZZbb   )( 11        (47) 

причем 01 b  и 11 Z .  

Числа n определяются из уравнения, не являющегося алгебраическим: 
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Выражения (48) – (49) использовались для вычисления значения для 

каждого соответствующего аргумента, заданного с известным шагом, в четко 

установленных границах параметра 
*Bi . В (46) выполнено точное 

согласование с краевыми условиями (41), (43), (44) и (45). Если 
i

iZ


1 , то 

(46) строго удовлетворяет (42), а при 
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i
a

a
Z 1  - (40). Вариация iZ  от 

i

1
 до 

ia

a1
 приводит к наилучшему приближенному решению (46) и условию (42) 

уравнения (40). Из (46) для iZ выражение принимает вид: 
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Где: 
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Для вычисления n принимается условие равенства изменения 

внутренней энергии составного послойного изделия при аддитивной печати 

за определенный временной отрезок и величины тепла, отведенного в 

охлаждающую среду за то же время, а именно: 
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После интегрирования: 
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С помощью (46) возможно определять поля температур в теле с 

различными свойствами во всех его точках. Преобразовать решение (46) в 

точное возможно при равенстве: 

ia

a1
=

i

1
          (53) 

Если упругие свойства тела одинаковы во всех его точках, то решение 

является строгим при прогреве многослойного изделия с низкими 

термическими сопротивлениями слоев. 

Высокая точность результатов получается при 
ii

i
a

a11




   и 

выполнении условия 0.25.0  i . 
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Разностная схема расчета нестационарных температур в многослойных 

изделиях 

Если применять основанный на методе конечных разностей метод 

элементарных балансов, применять способ деления изделия при послойной 

аддитивной печати на однородные элементы, то зависимости решения 

разностной задачи из системы дифференциальных уравнений (6) – (11) могут 

быть представлены в виде разностных зависимостей. Деление на части 

создаваемого по аддитивной технологии изделия для расчета приведено на 

рис. 2. 

 

Рис.  2. – Схема деления печатаемого изделия для расчета. 

Программа для расчета разработана на основе разностной схемы 

аппроксимации дифференциальных уравнений теплопроводности и краевых 

условий. Разностные уравнения для решения исходной системы (6) – (11) 

теплообмена: 

а) расчетная точка находится внутри i -го слоя печатаемого изделия 
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 FonFonFonFonFoFon FoN ,1,,1

2

,, 2   ; 

б) расчетная точка – на границе i -го и ( 1i )-го слоев ( inn  ) печатаемого 

изделия: 

идеальный контакт: 

  FonFonFonFoni

i

FonFoFon iiiiii
K

K

FoN
,1,,,1

2

,,
1

2
 




  

неидеальный контакт: 

 



  FonFonki

i

FonFoFon iiii
Bi

FoN
,,1,,

2 [  

 ]FonFoni ii
N ,1,  ; 

 


  FonFonki

i

FonFoFon iiii
Bi

q

FoN
,1,,1,1

2 [  

 ]FonFoni ii
Nq ,2,1   ; 

в) расчетная точка – на наращиваемой при аддитивной печати поверхности 

изделия ( mnn  ) 

    Foncнар
m

FonFoFon mmm
FoBi

a

a
FoN ,

1

,, 2  

 FonFon mm
FoN ,1,

22  ; 

г) расчетная точка – на поверхности в нижней части печатаемого изделия 

( 0n ) 

   FoFoFoFoFo FoN ,0,1

2

,0,0 2  

 внFвнFoNBi 
0,02 . 

В приведенных формулах 
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,, 11

i

i
ii

i

i
a

a
K

a

a
q        ,

1

1X
N


  














i

j j

jji
i

m X

XX
n

a

a
XX

R

x
X

1

1

1

1
1

1 ,,  

Чтобы повысить скорость сходимости разностных уравнений и 

обеспечить их устойчивость, выбор шага по времени осуществляется на 

основе равенства 5,02  NFoBiFoN нар . Для снижения погрешности 

расчетов применялся принцип Рунге, так как исследованию подлежали 

задачи, не имеющие точных аналитических решений. X  и Fo  

выбирались предварительно на основе расчетов, а затем их значения 

постепенно меняли в меньшую сторону настолько, пока разность конечных 

результатов вплоть до четвертого знака после запятой не становилась равной 

нулю. В этом случае погрешность вычислений нигде не выходила за пределы 

0,1 %. 
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