
Инженерный вестник Дона, №1 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n1y2018/4629 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

Сравнительный анализ рекурсивных методов оценивания частоты 
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Аннотация: В работе представлены результаты исследования оперативных рекурсивных 
методов оценивания частоты квазигармонических сигналов на коротком интервале 
наблюдения, которые необходимы, например, для адаптивного управления диаграммой 
направленности гидроакустических антенн в неоднородной среде. Предложены 
рекурсивные выражения для реализации четырех методов оценивания частоты, 
требующие минимального количества математических операций, не зависящего от 
длительности интервала, на котором производится оценка. Проведен сравнительный 
анализ скорости, точности и устойчивости этих методов, который позволяет выбрать из 
них оптимальный по одному или нескольким критериям. Представлены результаты 
обработки рекурсивными методами модулированных сигналов с аддитивным шумом в 
рамках скользящего окна заданной длительности. 
Ключевые слова: канал связи, диаграмма направленности, оценивание частоты, 
рекурсивный метод, точность метода, устойчивость метода, скользящий интервал. 

Исходные положения 

Создание как оптического, так и акустического высокоскоростного 

канала двухсторонней связи с мобильным объектом является в настоящий 

момент не решенной, но в соответствии с современными тенденциями 

развитии информационно-телекоммуникационных навигационных систем 

практически актуальной задачей [1]. Ее решение требует создания антенн с 

синтезированной апертурой [2], обладающих одновременно широкой 

полосой и высокой чувствительностью, например – фазированных решеток 

[3]. Адаптивное управление диаграммой направленности передающей 

антенны позволяет фокусировать излучение на приемнике, а адаптивное 

управление приемной антенной позволяет осуществлять пространственную 

фильтрацию помех, направление на источник которых неизвестно [4]. 

Управление диаграммой направленности на практике осуществляется 

коррекцией волнового фронта излучателя, а основной причиной, 

ухудшающей фокусировку акустической волны на приемнике, являются 

неоднородности среды распространения, как регулярные, так и случайные 
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[5], включая доплеровский сдвиг частоты в системах мобильной связи. 

Дополнительным источником погрешностей является разброс фазовых 

характеристик элементов антенной решетки, который в определенной мере 

эквивалентен наличию дополнительной неоднородности среды 

распространения. Несмотря на значительные усилия, предпринятые по 

совершенствованию конструкций гидроакустических антенн [6] и 

исследованию влияния конструктивных параметров на их эффективность [5, 

7], обеспечение идентичности пьезокерамических датчиков является в 

настоящее время нерешаемой проблемой. 

Погрешность, связанную с неоднородностью среды распространения и 

разбросом фазовых характеристик пьезоэлементов, можно компенсировать 

методами апертурного сканирования, если в качестве приемника 

использовать антенную решетку, аналогичную излучающей, и измерять 

распределение комплексной амплитуды волны в плоскости матричного 

приемника. Проведенный в работе [8] анализ показал, что задача адаптивного 

управления диаграммой направленности антенны в неоднородной среде 

является корректной, если в каждый момент времени известна мгновенная 

частота сигнала как на передающей, так и на приемной антеннах. Из-за 

доплеровского сдвига, создаваемого взаимным движением приемника, 

передатчика и среды распространения, девиация мгновенной частоты 

является случайным процессом, и необходим рекурсивный метод ее 

оценивания.  

При анализе колебаний излучателя и приемника необходимо 

рассматривать квазигармонические колебания, а сигнал записывать в виде [9] 

( ) ( )( ) [ ])(cos 00 tttXXtx φ+ω+= ε ,                    (1) 

где ω0 – номинальная частота сигнала генератора, X0 – номинальная 

амплитуда сигнала, Xε(t) – малая медленно меняющаяся девиация амплитуды, 

)(tφ  – медленно меняющаяся девиация фазы. Если задающий генератор 
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канала связи высокостабильный, должны выполняться следующие условия 

на девиации амплитуды и фазы: 

( ) .1)(,1
0

<<
ω
φ

<<ε t
X

tX �
                                                 (2) 

Сигнал (1) можно записать по другому, выделив начальную фазу φ0 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ttXdtttXtx
t

θ=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ+ω= ∫ cos')'(cos 0

0

,                                   (3) 

где X(t) – медленно меняющаяся амплитуда, θ(t) – полная фаза. Производная 

по времени полной фазы – мгновенная частота )()( tt θ=ω �  тоже является 

медленно меняющейся функцией времени. В этих обозначениях условия (2) 

перепишутся в виде 

( ) .1
)(
)(,1
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2 <<
ω
ω

<<
ω t

t
tX
tX

t
��

                                              (4) 

Полные условия, которые необходимо наложить на частоту и 

огибающую приведены в работе [10]. Независимо от того, что является 

источником нестабильности, будем считать, что она проявляется на 

интервале, сравнимом или большем квазипериода колебаний сигнала, причем 

величина этой нестабильности должна удовлетворять условиям (4) на 

рассматриваемом интервале. 

Для решения задачи оценки частоты предложено достаточно много 

цифровых методов, которые можно разбить на три группы. Первую группу 

составляют медленные методы, для которых характерна блочная обработка 

данных на интервале измерения, содержащем L отсчетов сигнала. 

Медленные методы требуют O(L log L) или больше операций с плавающей 

точкой. Вторая группа объединяет быстрые методы, в которых данные также 

обрабатываются  блоками, но количество операций составляет порядка O(L). 

Третью группу составляют методы оценивания частоты в реальном времени, 

в которых используются рекуррентные формулы. Количество операций, 
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которое требуется для получения очередной оценки частоты при 

использовании этих методов, невелико и не зависит от длительности 

интервала, на котором вычисляются оценки частоты. Для измерения 

кратковременной нестабильности квазигармонических процессов (1) 

актуальными являются методы третьей группы – будем называть их 

оперативными. 

Рекурсивные методы оценивания частоты 

Рассмотрим сигнал x(t) вида (1), удовлетворяющий условиям (4), и 

произведем его дискретизацию с шагом Δ, обозначив x[n] = x(nΔ). Оценка 

частоты, полученная по последовательности x[n] в диапазоне [n – L +1, n], 

будет соответствовать середине этого интервала, то есть моменту времени (n 

– (L – 1)/2)Δ. Таким образом, поиск частоты производится в рамках 

скользящего окна, содержащего L отсчетов сигнала. 

Первый метод оценивания частоты (метод 1) требует как минимум трех  

значений сигнала и вводится различными способами. В работе [11] он введен 

как метод оценивания частоты зашумленного синусоидального сигнала с 

использованием узкополосных фильтров, а в работе [12] – с использованием 

модифицированного метода Прони второго порядка. В работах [13, 14] 

приводится анализ точности и устойчивости данного метода. 

Метод 1 использует следующую оценку частоты: 
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Здесь введены коэффициент прореживания Q и количество усреднений M, то 

есть L = 2Q + M. Прореживание необходимо использовать для увеличения 

точности оценки частоты в случае, когда шаг дискретизации Δ существенно 

меньше периода сигнала [14]. Таким образом, в выражении (5) используются 
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отсчеты сигнала с номерами от (n – L + 1) до n, а оценка частоты может быть 

получена в диапазоне от 0 до 1/(2QΔ). 

Введем различные произведения отсчетов сигнала: 

[ ] [ ] [ ]iQnxnxnci −=                                                        (6) 

и с использованием этого обозначения запишем входящие в выражение (5) 

суммы в виде рекурсий: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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Оценка частоты (5) примет вид: 
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Видно, что расчет сумм Si[n] требует всего 8 математических операций, а для 

получения оценки частоты необходимо еще 4 операции и вычисление 

функции arccos(x), которая может быть найдена с помощью заранее 

заготовленного массива. 

Перейдем к методам, в которых минимальное количество отсчетов 

сигнала равно 4, то есть L = 3Q + M. Метод 2 [15] называется методом 

расщепления и использует следующую оценку частоты: 
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где 

( )minmax2
1

ff
m

+Δ
= , 

а fmin и  fmax – границы диапазона возможных значений частот. Используя 

обозначения (6), учитывая прореживание Q и полагая fmin = 0 и  fmax = 1/(2Δ), 

запишем выражение для оценки частоты методом 2 в рамках скользящего 

окна: 
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Эта оценка может рассчитываться рекурсивно: 
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Видно, что расчет частоты требует 10 математических операций и 

вычисления функции arccos(x). 

Следующий метод (метод 3) описан в работах [10, 13, 16] и также 

требует как минимум 4 отсчета сигнала. Оценка частоты этим методом с 

использованием введенных обозначений имеет вид: 
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где 
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а величины ci[k] определяются выражением (6). Входящие в формулу (9) 

суммы S4[n] и S5[n] могут вычисляться рекурсивно: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ].1
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Для получения оценки (9) требуется 18 математических операций и 

вычисление функции arcos(x). 

Еще один метод (метод 4) [13, 17, 18] определяет оценку частоты в 

рамках скользящего окна L = 4Q + M, то есть требует как минимум пять 

отсчетов сигнала: 
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Здесь 
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а суммы рассчитываются рекурсивно: 
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Метод 4 позволяет получить оценку частоты в диапазоне от 0 до 1/(4QΔ), то 

есть в более узком диапазоне, чем предыдущие три метода. Он требует 19 

операций сложения и умножения, а также вычисления функции ( )xarccos . 

Устойчивость рекурсивных методов 

Исследование устойчивости рекурсивных методов проводилось с 

использованием модели сигнала с постоянной амплитудой X0, частотой f0 и 

начальной фазой ϕ0 с аддитивным белым нормальным шумом c дисперсией 

σ2: 

[ ] ( ) [ ] 1,,0,2cos 000 −=ξ+ϕ+Δπ= LnnnfXnx … . 

Частота рассчитывалась по рекурсивным соотношениям (7) – (10) и 

усреднялась по множеству реализаций. На рис. 1 приведены зависимости 

относительного среднеквадратичного отклонения (СКО) частоты σf/σ от 

нормированной заданной частоты f0Δ, полученные с помощью четырех 

описанных методов при следующих параметрах сигнала: X0 = 1, ϕ0 = 0,15, σ = 

0,01. Обработка производилась по 100 реализациям при Q = 1 и одинаковой 

длине окна L = 89. Таким образом, параметр усреднения M для методов 1 – 4 

составлял соответственно 87, 86, 86 и 85. Видно, что область f0Δ наилучших 
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статистических характеристик для методов 1 – 3 расположена в диапазоне от 

0,1 до 0,4, а для метода 4 – в диапазоне от 0,1 до 0,24.  

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 f0Δ
0.001

0.01

0.1

1

σf /σ Метод 1
Метод 2
Метод 3
Метод 4

 
Рис. 1. – Зависимости относительного СКО частоты от нормированной  

частоты сигнала при Q = 1 и L = 89 

 

Следующие графики (рис. 2) иллюстрируют важность правильного 

выбора коэффициента прореживания Q. Они получены при тех же 

параметрах сигнала и с той же длиной окна L = 89, но при Q = 3 (параметр 

усреднения M для методов 1 – 4 при этом составляет 83, 80, 80 и 77).  

 

0 0.05 0.1 0.15 f0Δ
0.001

0.01

0.1

σf /σ Метод 1
Метод 2
Метод 3
Метод 4

 
Рис. 2. – Зависимости относительного СКО частоты от нормированной  

частоты сигнала при Q = 3 и L = 89 
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Так, например, если нормированная частота сигнала f0Δ = 0,025, при 

использовании Q = 1 относительное СКО частоты находится в диапазоне от 

0,02 до 0,8 (рис. 1), а при использовании Q = 3 – в диапазоне от 0,003 до 0,04 

(рис. 2), что значительно меньше. 

Проведенные численные эксперименты показали, что наименьшее СКО 

оценки частоты для всех методов примерно одинаково, а минимальный рост 

СКО на краях полного диапазона обеспечивает метод 1. 

Точность рекурсивных методов 

Следующая серия численных экспериментов показала, как полученная 

рекурсивными методами оценка частоты зависит от медленных изменений 

частоты и амплитуды исследуемого сигнала. Использовалась модель сигнала 

с линейной частотной и амплитудной модуляцией: 

[ ] ( ) 1,,0,1
2

12cos
2

11 000 −=⎟⎟
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⎞
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+−
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⎝

⎛
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−α+= LnnLnfLnXnx f
X … . 

Таким образом значения частоты f = f0 и амплитуды X = X0 соответствуют 

середине интервала [0,..., L – 1]. 

На рис. 3 и рис. 4 показаны зависимости относительного отклонения 

оценки частоты ( ) 00
ˆ fffif −=δ  от величины f0Δ, полученные методами 1 – 4 в 

результате численного эксперимента при X0 = 1, ϕ0 = 0,76, Q = 1, L = 78 и 

различных значениях αX и αf. Поскольку отклонение частоты для метода 2 на 

краях диапазона существенно превышает отклонение для остальных методов, 

зависимость для него приведена еще и на отдельном графике. 

В зависимости от параметров модуляции и начальной фазы сигнала 

может наблюдаться смещение ошибки δf как в положительную, так и в 

отрицательную область, однако становится ясно, что изменение частоты 

сильнее влияет на точность ее определения, чем изменение амплитуды. 
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Рис. 3. – Относительное отклонение оценки частоты для сигнала с линейной 

частотной модуляцией (αX = 0, αf = 0,0024) 

 

Численные эксперименты показали, что точность метода 2 

существенно ниже, чем точность остальных методов. Наилучшие 

характеристики имеет метод 1, поскольку изменения частоты сказываются на 

его оценке меньше всего, а изменение амплитуды влияет на методы 1, 3 и 4 

примерно одинаково. 
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Рис. 4. – Относительное отклонение оценки частоты для сигнала с линейной 

амплитудной модуляцией (αX = 0,0013, αf = 0) 

 

В следующей серии численных экспериментов производилась 

обработка достаточно длинных последовательностей с помощью 

скользящего окна длиной L отсчетов. Использовался модельный сигнал с 

тональной частотной модуляцией и аддитивным белым нормальным шумом с 

дисперсией σ2: 
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Частота этого сигнала как производная полной фазы имеет вид: 
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На рис. 5 показан результат обработки сигнала x1[n] со следующими 

параметрами: f0 = 0,053, ϕ0 = 0,54, X0 = 1, αf = 0,05, Tf = 1034, ψf = 0, σ = 0,01, 

N = 2000. Обработка проводилась методом 1 при Q = 6, M = 106, L = 118. 

Видно, что относительное отклонение оценки частоты δf на всем интервале 

не превышает 0,0012. Остальные три метода дают примерно такой же 

результат. 

 

0 400 800 1200 1600 nΔ

-0.001

0

0.001

δf 

 
Рис. 5. – Динамика относительного отклонения оценки частоты сигнала с 

тональной частотной модуляцией 

 

На рис. 6 показан результат обработки модельного сигнала с тональной 

амплитудной модуляцией: 
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Использовались следующие параметры сигнала: X0 = 1, αX = 0,275, TX = 923, 

f0 = 0,053, ϕ0 = 0,54, σ = 0,01, N = 2000. Обработка проводилась методом 1 

при тех же значениях Q = 6, M = 106, L = 118. Видно, что достаточно 

заметные изменения амплитуды сигнала практически не влияют на точность 

оценивания частоты. 
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Рис. 5. – Динамика относительного отклонения оценки частоты сигнала с 

тональной амплитудной модуляцией 

Основные результаты 

Проведенные численные эксперименты показали, что наилучшими 

статистическими и точностными характеристиками обладает метод 1. Кроме 

того, данный метод проще всего реализуется. Рекурсивная структура, 

соответствующая выражению (7), представлена на рис. 7 и может быть 

включена в систему адаптивного управления диаграммой направленности 

антенны в неоднородной среде [12]. 

 
Рис. 7. – Рекурсивная структура для реализации метода 1 
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