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Аннотация: В работе рассматривается шарнирно опёртая армированная балка из 
бимодульного материала на упругом основании под действием сосредоточенной силы. 
Приводится численное исследование влияния бимодульности материала балки на 
изгибающий момент и прогиб. Также показано влияния коэффициента постели упругого 
основания на величину максимального нормального напряжения, максимального 
изгибающего момента и максимального прогиба Исследования проводились для балок из 
фибропенобетона, для которого известны модули упругости на растяжения и сжатия, 
полученные экспериментально. Численные исследования показали, что учёт 
бимодульности материала, то есть учёт различия модуля упругости на растяжение и 
модуля упругости на сжатие для бетона, приводит к необходимости расчёта на прочность 
как по растягивающим, так и по сжимающим напряжением. 
Ключевые слова: армированная балка, бимодульный материал, нормальное напряжения, 
упругое Винклеровское основание. 
 

Экспериментальные исследования упругих свойств материалов 

указывает на различие механических характеристик при растяжении и 

сжатии. Свойство бимодульности характеризуется существенным 

расхождением значения модуля упругости и коэффициента Пуассона при 

растяжении и при сжатии. Бимодульность установлена для сплавов чугуна, 

бронзы, стали. У стали бимодульность проявляется незначительно, различие 

в значениях модуля Юнга при растяжении и сжатии не более 3-5%, у чугуна 

может достигать 30% [1]. Сильно выраженным свойством бимодульности 

обладает такой распространённый строительный материал, как бетон. Для 

некоторых видов мелкозернистого бетона модуль упругости при растяжении 

в два-три раза меньше, чем при сжатии, например, бетон АФБ-1: 

E_=1,75·103кгс/мм2, E+=0,75·103кгс/мм2 [2]. В связи с установлением 

бимодульности материалов появилась необходимость исследования влияния 

бимодульности на НДС элементов конструкций и строительных сооружений. 
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В работе рассматривается шарнирно опёртая балка длиной l 

прямоугольного поперечного сечения, армированная стальными стержнями 

параллельно оси балки, на упругом Винклеровском основании (рис. 1), 

нагруженная сосредоточенной силой посередине пролёта. Заполнитель 

изготовлен из бимодульного материала, т.е. модули упругости на растяжение 

и сжатие различны, но материал является изотропным. Доказано [1], [2], [3], 

что для таких материалов верны гипотезы и формулы сопротивления 

материалов и теории упругости. 
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Рис. 1. – Расчетная схема балки и её поперечное сечение 

 
В [4] были получены формулы нормальных напряжений, возникающих 

в заполнителе: 
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При выводе нормальных напряжений для балок прямоугольного 

поперечного сечения [5], [6], [7] учитывалось различие модулей упругости на 

растяжение и сжатие фибропенобетона, полученных экспериментально.  

Формулы для максимальных нормальных напряжений для балок при 

изгибе с учётом бимодульности материала имеют вид: 
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где hp− высота растягивающейся зоны; hс− высота сжимающейся зоны; 

+
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б
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E
Ek ;  z – расстояние от нейтральной линии 0y до точки, в которой 

определяется нормальное напряжение; My− изгибающий момент 

относительно нейтральной в произвольном поперечном сечении балки;  n – 

число стержней арматуры; Ia− осевой момент инерции поперечного сечения 

одного стержня арматуры; Ma− изгибающий момент, возникающий в одном 

стержне арматуры; Ea − модуль упругости при растяжении стержней 

арматуры; Mб − изгибающий момент, возникающий в бетонной части балки; 

Mб+− изгибающий момент, возникающий в растягивающей части бетона; 

Eб+ − модуль упругости бетона (заполнителя) при растяжении; Iб+ − осевой 

момент инерции растягивающей части бетона; Mб- − изгибающий момент, 

возникающий в сжимающей части бетона; Eб-− модуль упругости бетона 

(заполнителя) при сжатии; Iб-− осевой момент инерции  сжимающей части 

бетона. 

Для определения прогиба v(x) и изгибающего момента 

M(x)использовались известные формулы для усилий и перемещений для 

балки на упругом основании, выраженные через функции Крылова Y1(ξ), 

Y2(ξ), Y3(ξ), Y4(ξ) [8], [9]: 
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где v0− прогиб в начале координат; φ0− угол поворота в начале координат; 

M0− изгибающий момент в начале координат; Q0− поперечная сила в начале 

координат; mi−сосредоточенный момент, приложенный на расстоянииai от 

левого конца балки; Fj− сосредоточенная сила, приложенный на расстоянии 

bj от левого конца балки; qk−интенсивность равномерно распределённой 

нагрузки на участке, который начинается на расстоянии ck от левого конца 

балки и заканчивается на расстоянии dk от левого конца балки; 

L
xξ;

α
4EIL ==  ; bkα 0= ; k0 – коэффициент постели; b– ширина сечения; 

aaбббб InЕIЕIЕEI ++= −−++ . 

Численное исследование проведено для шарнирно опёртой балки 

длиной l = 4м прямоугольного поперечного сечения (b = 20 см; h = 30 см), 

армированной 4-мя стальными стержнями диаметром d = 1,2 см; модуль 

упругости арматуры на растяжение-сжатие Ea=206000 МПа; сосредоточенная 

сила F = 100кН. 

В таблице 1 приведены результаты расчета при k0 =100МПа/м (грунт 

песчано-глинистый) с учетом и без учета разномодульности материала. 

Таблица № 1 
Характеристики НДС в зависимости от модулей упругости при k0 =100МПа/м 

k0=100 МПа/м; F=100 кН
Eб-,  
МПа 

Eб+,      
МПа 

Mmax,    
кНм 

vmax,      
м 

σmaxб+,   
МПа 

|σmaxб-|,   
МПа 

2250 2250 16,7 3,71·10-3 5,56 5,56 
5000 5000 20,1 3,09·10-3 6,70 6,70 

 

На рис. 2 показаны эпюры изгибающих моментов и графики изогнутой 

оси балки в зависимости от модулей упругости заполнителя при 

k0=100МПа/м. 
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Рис. 2. – Эпюры изгибающих моментов и графики изогнутой оси балки 
в зависимости от модулей упругости заполнителя при k0 = 100МПа/м 
 

В расчётах на прочность балок из бетона обычно используют или 

модуль Юнга при растяжении, или модуль упругости Юнга при сжатии. Как 

видно из таблицы 1 максимальные значения изгибающих моментов и 

максимальных нормальных напряжений с учётом и без учёта бимодульности 

отличаются в пределах 12-17%, причём эта зависимость характерна 

практически по всей длине балки (рис. 2). При этом в исследуемых вариантах 

сжимающее напряжение достигает наибольшего значения, а растягивающее 

наименьшего при учёте бимодульности бетона, что характеризует завышение 

или занижение несущей способности балки без учёта бимодульности. 

Значение максимального прогиба (рис. 2.) наибольшее при расчётном 

модуле упругости равном модулю упругости при сжатии, наименьшее при 

расчётном модуле упругости равном модулю упругости при растяжении, при 

учёте разных модулей упругости на растяжение и сжатие максимальный 

прогиб принимает среднее значение, отсюда следует, что и при расчётах на 

жёсткость необходимо учитывать разномодульность бетона. 
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В таблице 2 приведены результаты расчета при k0 =1000 МПа/м 

(известняк, песчаник, мерзлота) с учетом и без учета разномодульности 

материала. 

Таблица № 2 
Характеристики НДС в зависимости от модулей упругости при 

k0 =1000МПа/м 
 
 
 

На рис. 3 показаны эпюры изгибающих моментов и графики изогнутой 

оси балки в зависимости от модулей упругости заполнителя при  

k0 =1000МПа/м. 

Рис. 3. – Эпюры изгибающих 
моментов и графики изогнутой оси балки в зависимости от модулей 
упругости заполнителя при k0 =1000МПа/м 

 

С увеличением коэффициента постели все характеристики НДС балки 

снижаются как при учёте бимодульности материала заполнителя, так и без 

учёта различия модулей упругости на растяжении и сжатии. 

k0 =1000 МПа/м;     F=100 кН 

Eб-,  
МПа 

Eб+,     
МПа 

Mmax,     
кНм 

vmax,      
м 

σmaxб+,      
МПа 

|σmaxб-|,      
МПа 

2250 2250 9,43 6,63·10-4 3,14 3,14 
5000 5000 11,5 5,43·10-4 3,83 3,83 
2250 5000 10,3 6,06·10-4 4,27 2,87 
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В таблице 3 приведены результаты расчета для различных значений 

коэффициента постели упругого основания k0 при Eб-=2250 МПа, 

Eб+=5000 МПа. 

Таблица № 3 
Характеристики НДС в зависимости от коэффициента постели 

k0,МПа/м 100 200 500 1000 
vmax,м 3,41·10-3 2,02·10-3 1,02·10-3 6,06·10-4 

Mmax,кНм 18,1 15,4 12,3 10,3 
σmaxб+,МПа 7,51 6,39 5,10 4,27 
|σmaxб-|,МПа 5,04 4,29 3,42 2,87 

На рис. 4 показаны эпюры изгибающих моментов и графики изогнутой 

оси балки для различных значений коэффициента постели упругого 

основания k0 при Eб-=2250 МПа, Eб+=5000 МПа. 

Рис. 6. – Эпюры изгибающих моментов  и графики изогнутой оси балки для 
различных значений коэффициента постели упругого основания при  
Eб-=2250 МПа, Eб+=5000 МПа 

Численные исследования показали, что при учёте бимодульности 

бетона возникает возможность с одной стороны повышение прочности и 

жёсткости элементов конструкций и строительных сооружений, с другой 

стороны оптимальное использование бетона. Данные исследования дают 

возможность улучшение характеристик бетона для повышения несущей 

способности элементов строительных конструкций [10], [11]. 
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