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Аннотация: Показана возможность  повышения достоверности оценки качества 
атмосферы  урбанизированных территорий за счет использования вероятностных 
способов. Оценка показателей качества воздуха по количественному признаку позволила 
найти ошибку первого и второго рода. На основе подхода Байеса получены зависимости 
для оценки и прогноза загрязнения атмосферы в районе города, не имеющего 
стационарного поста, на основе данных стационарных постов других районов.   
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В последние годы требования к экологической безопасности городов, и 

прежде всего к атмосферному воздуху урбанизированных территорий, посто-

янно ужесточаются. Соответственно повышаются требования к точности 

оценки загрязнения воздуха[1,2]. 

Качество атмосферного воздуха города оценивается по замерам  стацио-

нарных  постов  экологических служб, которые располагаются не во всех 

районах, поэтому такая оценка является  достаточно усредненной.  Значи-

тельная изменчивость концентрации пыли по районам города, и недостаточ-

ное количество замеров повышают вероятность ошибки при оценке загряз-

нения воздуха в населенном пункте в целом. 

Достоверность оценки качества воздушной среды  можно повысить, ис-

пользуя  вероятностные способы [3-5].   

 Основной нормативной характеристикой, определяющей качество атмо-

сферного воздуха является предельно допустимая концентрация (ПДК), ко-

торую при вероятностной оценке качества атмосферы можно рассматривать, 

как верхнюю предельную норму для сводных характеристик  выборки, на-
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пример, среднего арифметического  значения фактической концентрации 

Сфакт. 

Возможен случай, когда по контролируемому веществу в целом для ат-

мосферы города выполняется соотношение     Сфакт≤ ПДК, но в контрольных 

пробах (выборке) отмечается превышение ПДК. В теории управления каче-

ством такое события   (обозначим его событием Z) называют ошибкой перво-

го рода [3], максимальную вероятность которого можно   определить по 

формуле: 

Р ( Свыб≥Сфакт+ кσС  )=α ,  Сфакт=ПДК-Δ    Δ→0 (1) 

где Свыб – выборочное значение концентрации;  к – коэффициент, зависящий 

от характера распределения Свыб и заданной вероятности α, σС – среднее 

квадратическое отклонение, Δ – некоторая положительная величина. 

Рассмотрим другой случай (событие Y), когда качество атмосферы в це-

лом не соответствует нормативным требованиям, но результаты анализа вы-

борочных проб оценены как не превышающие ПДК. Эта ошибка называется 

ошибкой второго рода[3].  В этом случае максимальную вероятность можно 

определить в соответствии с выражением (2): 

Р( Свыб  ≤Сфакт - кσС  )=β ,Сфакт=ПДК+Δ    Δ→0 (2) 

где Свыб – выборочное значение концентрации;  к - коэффициент, зависящий 

от характера распределения Свыб и заданной вероятности β, σС  - среднее 

квадратическое отклонение, Δ – некоторая положительная величина. 

При достаточно большом объеме выборки  среднее арифметическое зна-

чение имеет нормальное распределение [4]. В этом случае вероятность 

ошибки первого рода  p= 1-α и ошибки второго рода  q = 1-β можно опреде-

лит  по формулам   (3),(4) соответственно: 

[( ПДК - ⎯Свыб ) n ]/ σС  ≥U p= 1-α         (3) 

[(⎯Свыб - ПДК  ) n ]/ σС  ≥U q = 1-β             (4) 
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где  ⎯Свыб – выборочное среднее значение , n – число испытаний в выборке, 

σС  – среднее квадратическое отклонение, U – квантиль нормального распре-

деления. 

По формулам (3,4)  можно построить зависимость, характеризующую 

вероятность ошибки 1 или 2 рода от величины квадратического отклонения, 

которая в общем виде представлена на рис.1. 

 
Рис.1. - Зависимость вероятность ошибки 1 или 2 рода от величины 

квадратического отклонения. 

Для решения экологических задач по оценке качества воды, почвы из-

вестно использование подхода Байеса [6,9,12].С целью  повышения оценки 

качества атмосферы можно  также использовать подход Баейеса, позволяю-

щий  проводить анализ     экспериментальных данных стационарных постов 

совместно с данными, накопленными при разовых замерах в районах, не 

имеющих таковых.  Простое объединение  подобных данных может быть не-

эффективным, так как текущие  данные стационарного поста  и   данные ра-

зовых замеров  в других районах города взаимно тем меньше  коррелирован-

ны, чем больше временной интервал между замерами [8,10,11]. 
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По теореме Байеса [4]: 

  Р(θ| D)= 
)(

)()|(
DР
РDР θθ = 

θθθ

θθ

ψ

∂∫ )()|(

)()|(

РDР

РDР     (5) 

где Р(D| θ) – функция правдоподобия, описывающая распределение случай-

ной величины D при фиксированном значении θ; Р(θ | D) – апостериорная 

расчетная плотность вероятности, Р(D)= ∫
θ

 Р(D| θ)Р(θ)d θ –  безусловная 

плотность вероятности ( нормирующий множитель ), P(θ )-  априорная  веро-

ятность гипотезы θ,ψ - область определение параметра θ. 

В статистке Байеса вероятность отражает степень доверия событию, ко-

торая может быть основана  на данных предыдущих экспериментов, личном 

опыте прошлых наблюдений, на основе модельных гипотез, т.е. на тех дан-

ных, которые получены до эксперимента, или априорных данных.  Соответ-

ственно, начальная вероятность называется априорной.  

По мере накопления новой информации вероятность может меняться. В 

ходе эксперимента появляются новые данные, которые называются апосте-

риорными. Нормализованная величина после вычисления вероятности для 

каждого наблюдения называется апостериорной. 

Для вычисления и обновления вероятности  после получения новых дан-

ных используют теорему Байеса, которая описывает условную вероят-

ность события на основе как данных эксперимента, так и априорной инфор-

мации или доверия событию, или условий, связанных с событием.  Условная 

вероятность, т.е. вероятность каждого события - функция правдоподобия. 

Формулу Байеса можно применять последовательно после поступления 

очередной серии экспериментальных данных, при этом  текущее распределе-

ние параметра считается априорным, а новые данные - апостериорными, за-
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тем, при необходимости, они становятся априорными для следующего слу-

чая. 

Предположим, что   событие  А состоит в том, что  концентрация пыли   

в районе 1, на территории которого есть  стационарный пост, превышает 

предельно допустимую концентрацию (ПДК), под событием В будем пони-

мать  превышение  ПДК пыли   в районе 2, где стационарный пост отсутству-

ет. 

 Исходя из теоремы Байеса  можно определить вероятность  превышения 

ПДК в районе В при условии, что стационарный пост в районе А зарегистри-

ровал такое превышение, при этом проводить экспериментальные замеры в 

районе В не требуется. 

В этом случае    выражение (1)  запишется в виде 

Р(В| А)= 
)(

)()|(
АР

ВРВАР   (6) 

где Р(А| В) – функция правдоподобия, описывающая распределение случай-

ной величины А при фиксированном значении В, Р(В| А) – апостериорная 

расчетная плотность вероятности, Р(А)= ∫
ω

Р(А| В)Р(В)dB – безусловная плот-

ность вероятности ( нормирующий множитель ), ω  – область определение 

параметра В, Р(В)- априорная вероятность наступления события В. 

Предположим, что из общего числа n наблюдений за концентрацией пы-

ли  в воздухе  s  замеров превышают ПДК и   I = n - s  замеров,  соответст-

венно, не превышают ПДК. В этом случае функцию правдоподобия рекомен-

дуется представлять  биномиальным распределением [5,6,7]: 

P(s | n , Rпр )= sns
п RR

snn
n −−
−

)1(
)!(!

!
0    (7) 

где Rпр – вероятность того, что концентрация пыли в воздухе превышает 

ПДК, индекс «пр» соответствует правдоподобию величины. 
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К  априорной плотности вероятности предъявляется целый ряд требова-

ний [6,9], наиболее полно которым  отвечает бета-распределение [5,6,7]: 

Р0(R0)= В(x0 ,t0)R 0
0
x  (1-R0) 10−t

    (8) 

где В (x0,t0)- бета-функция с параметрами  x0 ≥1,  t0 ≥1, индекс 0 соответствует 

априорному распределению. 

Из выражений (6-8) можно найти апостериорную вероятность того, что 

концентрация пыли превысит ПДК:   

Р(RБ| s  ,n)=   В  ( x ,t  ) R 1−x
Б  (1- RБ)t-1    (9) 

где    x =x0+ s, t = y0+n - s, индекс Б  обозначает  значение величины по Байе-

су. 

В качестве оценки параметра R   можно принять апостериорное матема-

тическое ожидание [6,7,9]: 

БR =[ RБ| s  ,n]=
t+x

x  (10) 

Если параметры x0, t0    получены по результатам   разовых замеров в 

районе 2( без   стационарного поста) ,то   x0= s0,  t0= n0 – s0. Оценка вероятно-

сти превышения концентрации пыли в этом районе по частоте  определяется 

по формуле: 

R =
0

0

n
s          (11) 

Оценка вероятности по частоте     по объединенной выборке наблюдений 

в двух районах  представляет собой байесовскую  оценку: 

nn
ss

RБ +
+

=
0

0       (12) 

. 

 При объединении выборок экспериментальной и байесовской   плот-

ность вероятности  Роб может быть найдена по формуле: 

Роб (R)= α 
∗РБ(R)+ (1 - α 

∗ )Рп(R)               (13) 
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                   α 
∗= 

гр

гр0

α1
αα

−

−
                             (14) 

где α0  – наблюдаемый уровень значимости ; αгр – уровень значимости на 

границе поля допуска , αгр= [0,05÷0,1] [6]. 

     Анализ формулы (10) показывает, что при α 
∗=1 используется апосте-

риорная плотность вероятности  РБ(R) и  для оценки используются данные 

объединенной выборки замеров , при    α 
∗=0 оценка идет по функции прав-

доподобия   экспериментальных данных стационарного поста    Рп(R) . 

 Исходя из того, что, что байесовская оценка имеет вид (10), БR опреде-

ляется по формуле  (12): 

nn
ss

RБ +
+

=
0

0 = ПR
nn

nR
nn

n )1(
0

0
0

0

0

+
−+

+
=  (15) 

 где        ПR =
n
s  (16)   . 

Тогда с учетом (13),  получаем: 

ПОБ R
nn

n
R

nn
n

R )1(
0

0
0

0

0

+
−+

+
=

∗∗ αα     (17)  

 Сопоставляя выражения  (15) и(17) ,можно заключить  о возможности 

перераспределения суммарного объема выборки  ( n0+n)  в сторону уменьше-

ния относительного априорного объема ,т.е.относительного объема разовых  

замеров в районе 2(
nn

n
+

∗

0

0α   вместо 
nn

n
+0

0 ) и увеличения   доли относительного 

объема замеров стационарного поста   ( )1(
0

0

nn
n
+

−
∗α  вместо )1(

0

0

nn
n
+

− ).При не-

обходимости объединения наблюдений в нескольких районах города полу-

ченная оценка (17) рассматривается как априорная для последующего этапа.  
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 Для трех районов имеем  n0, s0, ОR =
0

0'

n
s , α1, n1, s1, 1R =

1

1'

n
s , α2, n2, s2, 

2R =
2

2

n
s . Следовательно, как априорная информация  для    третьего района  

может быть использована  оценка в виде: 

ПОБ R
nn

n
R

nn
n

R )1(
10

10
0

10

10
1 +

−+
+

=
αα        (18) 

Объединенная оценка  
2ОБR  может быть найдена  по формуле : 

2ОБR = 
2)(

)(
1

)(
)(

210

210

310

210
ПОБ R

nnn
nn

R
nnn

nn
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
−+

++
+ αα   (19) 

Выводы 

1.  Оценка качества атмосферного воздуха города  по замерам  стационарных  

постов  экологических служб, которые располагаются не во всех районах,   

является  достаточно усредненной,   недостаточное количество замеров и  

значительная изменчивость концентрации вредных веществ по районам го-

рода   повышают вероятность ошибки при оценке загрязнения атмосферы в 

населенном пункте в целом. 

2. Показана возможность повышения достоверности оценки качества воз-

душной среды  урбанизированной территории за счет вероятностных спосо-

бов, в том числе оценки показателя качества по количественному признаку и 

подхода Байеса. 
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