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Аннотация: Сформулирована задача синтеза оптимального управления и учтена 

матричная и векторная составляющие в системе Риккати. Для определения 

закономерностей использован метод динамического программирования Беллмана. 

Рассмотрена конкретная математическая модель процесса колебаний и численно 

исследованы свойства. Приведены примеры линейной и квазилинейной задачи и 

определено наименьшее возможное значение критерия качества. Построены 

соответствующие графические зависимости и с помощью инструментария оптимального 

управления осуществлен перевод состояния объекта из одной точки в другую. Путем 

использования метода степенных рядов Зубова выявлено оптимальное управление. 

Произведены численные расчеты и получены функции Риккати в нелинейной системе с 

сосредоточенными параметрами. 
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Введение 

В решении задач синтеза оптимального управления линейными 

системами с сосредоточенными параметрами широко используется 

матричное дифференциальное уравнение типа Риккати [1–3]. 

Известно, что при постоянных коэффициентах линейной системы с 

сосредоточенными параметрами решение уравнения Риккати имеет 

интервалы стационарности. Эти стационарные значения успешно 

используются для алгоритмов управления и стабилизации [4]. 

Если минимизируется отклонение системы с сосредоточенными 

параметрами от ненулевой величины, то в системе Риккати, кроме известного 

матричного уравнения, присутствует векторное уравнение, векторная 

составляющая [5, 6]. На данный момент свойства векторной составляющей 

не достаточно изучены. Поэтому, как следствие, в рамках данной статьи 

численно исследуется векторная составляющая системы Риккати. 
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Постановка линейной задачи 

Пусть математическая модель управляемого процесса имеет вид: 

0)0(,)()(
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xxftbutAx
dt

tdx
 ,                                (1) 

где А, b, f – постоянные матрицы n×n, n×1 соответственно, x(t) – n-мерный 

вектор, характеризующий состояние процесса, u(t) – скалярное управление. 

Задан критерий качества: 
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где (*) – символ транспонирования; F и Q – положительно определенные 

матрицы; g – числовой вектор-столбец; постоянные – γ1, γ2 ≥ 0, β > 0; T – 

конечный момент времени. 

В рамках задачи найдем управление u
0
(t) и соответствующее ему 

решение х
0
(t) задачи Коши (1) так, чтобы критерий качества (2) принимал 

наименьшее возможное значение. 

Для решения используем метод динамического программирования 

Беллмана [3, 7]. 

Пусть в критерии качества (2) желаемое состояние g(t) ≡ g = const ≠ 0. 

Имеем вспомогательную систему типа Риккати, состоящую из 

матричного, векторного и скалярного дифференциальных уравнений вида [5, 8]: 
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Оптимальное синтезирующее управление вычисляем по формуле [4]: 
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Численно исследуем свойства вектора φ(t). Рассмотрим конкретную 

математическую модель процесса колебаний вида (1): 
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dt
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Пусть g = (g1, g2, g3,) * = (3, 3, 3) *, f = (f1, f2, f3,) * = (0, 0, 0) *. 

При нулевом управлении u(t) ≡ 0 получаем графики, изображенные на 

рис. 1. 

 

Рис. 1. – Состояние объекта (1) при нулевом управлении u(t) ≡ 0 

Построим управление, обеспечивающее перемещение решения (x(t), 

y(t), z(t)) системы (1) в окрестность g. 

В алгоритме управления используем стационарные значения 

матричной и векторной составляющих K(t) ≡ с1, φ(t) ≡ с2: 
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где с1 – квадратная матрица, с2 – вектор-столбец. 
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Результаты расчетов приведены на рис. 2 – 4. 

 

Рис. 2. – Матричные функции Риккати kij(t) в (3) 

 

Рис. 3. – Векторные функции Риккати φi(t) в (3) 

В рассмотренном примере осуществлен перевод состояния объекта из 

начальной точки в окрестность заданной конечной точки g с помощью 

управления при соответствующем параметре β. 
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Видно (рис. 2, 3), что компоненты матричной K(t) и векторной функций 

φ(t) имеют интервалы стационарности. 

Управления (4) и (5) переводят процесс из начального состояния (–1, 1, 

2) в заданное состояние (3, 3, 3) с удовлетворительной точностью. 

Соответствующие графики имеет одинаковую закономерность и изображены 

на рис. 4. 

 

Рис. 4. – Состояние объекта (1) при управлении (4) и (5) 

Постановка квазилинейной задачи 

Пусть управляемый процесс [9, 10] описывается дифференциальным 

уравнением: 
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где x(t) – скалярная функция; u(t) – скалярное управление; t ∈ [0, T]; полином 

b(x) = b1x + b2x
2
 + b3x

3
; A, B, b1, b2, b3, x0, T – постоянные. 

Критерий качества управления имеет вид: 
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где постоянные β, Ф0, Ф1, Ф2 > 0. 

В рамках задачи найдем управление u
0
(t) и соответствующее ему 

решение x
0
(t) задачи Коши (6) так, чтобы критерий качества (7) принимал 

наименьшее возможное значение. 

Такую задачу решаем методом динамического программирования 

Беллмана [3, 7] и для решения уравнения воспользуемся методом степенных 

рядов Зубова [8]. 

В результате оптимальное управление представим в виде: 
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Вспомогательная бесконечная система типа Риккати имеет вид: 
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Численные расчеты выполнены при следующих значениях параметров: 

3;2;1;5.0;1;1200;5.6 321  bbbBAnT ; 

8.0;01.0;3.0;2.0;1.0 0210  x . 

Решения системы (8) приведены на рис. 5. 
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Рис. 5. – Функции Риккати k1(t), k2(t), k3(t), k4(t) в нелинейной системе с 

сосредоточенными параметрами (8) 

На рис. 5 в интервале времени (0, 6) показаны стационарные значения 

ki, (i = 1, …,4) первых четырех функций – решений k1(t), k2(t), k3(t), k4(t) 

системы (8): 

k1 = 2.9760 · 10 
–221

; k2 = 0.2440; k3 = – 0.3891; k4 = 0.1032. 

Выводы 

1. Рассмотрена математическая модель процесса колебаний и 

выполнены численные исследования свойств. Приведены примеры задач и 

определено наименьшее возможное значение критерия качества. 

2. Построены соответствующие графические зависимости и выявлено 

оптимальное управление. В линейной и квазилинейной системе определены 

интервалы стационарности решений векторной составляющей системы типа 

Риккати. 

3. Произведены численные расчеты и выведены функции в нелинейной 

системе с сосредоточенными параметрами. Стационарные значения 

использованы в алгоритмах управления. 
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