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Транспортная задача по критерию минимума суммарного времени и 
модификация метода Балинского для её решения 
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Аннотация: сформулированная задача является частным случаем транспортной задачи с 
фиксированными доплатами, в которой на значение целевой функции влияют только 
временные затраты на доставку ресурсов по задействованным маршрутам и не влияют 
объёмы транспортируемых ресурсов. Решение на основе линеаризации целевой функции 
целесообразно в случаях ограниченности времени на поиск решения. Во-вторых, ввиду 
относительной простоты, такое решение может использоваться в качестве повторяющейся 
процедуры (для определения нижней границы) в более сложных, например, 
комбинаторных, алгоритмах при поиске точного решения задачи. Модификация метода 
Балинского заключается в последовательном сокращении размерности исходной задачи за 
счёт исключения строк либо столбцов матрицы перевозок, в которых истинные затраты 
совпадают с затратами приведённой задачи. 
Ключевые слова: транспортная задача, минимум суммарного времени, линеаризация 
целевой функции, метод Балинского. 

 

Имеется m исходных пунктов Ai (i=1...m), на которых сосредоточен 

однородный продукт в объёмах ai. Имеется n пунктов назначения Bj (j=1...n), 

в которые должен быть доставлен продукт в объёмах bj. Известно также 

время tij доставки груза по маршруту Ai → Bj (в объёме xij). Рассматривается 

задача с типовыми для транспортных задач ограничениями [1−7]. 
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Минимизируется же в задаче суммарное время перевозок, то есть 
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Таким образом, сформулированная задача является частным случаем 

транспортной задачи с фиксированными доплатами, в которой на значение 

целевой функции влияют только временные затраты на доставку ресурсов по 

задействованным маршрутам и не влияют объёмы транспортируемых 

ресурсов по любому из маршрутов. Несмотря на частный характер, 

сформулированная задача имеет существенное прикладное значение, 

например, при принятии решения на арендование однородных транспортных 

средств для перевозки относительно несрочных малогабаритных грузов из 

пунктов хранения или производства в пункты потребления. Предполагается, 

что в этом случае оплата за пользование каждым транспортным средством 

линейно зависит от времени его непосредственного участия в 

транспортировке груза и не зависит от объёма груза. Аналогичная задача 

может решаться транспортной организацией с целью минимизации расхода 

моторесурса транспортных средств или расхода горючего при выполнении 

заказа на транспортировку подобных грузов. Необходимость в решении 

рассматриваемой задачи может возникнуть и в случае организации перевозок 

спецтранспортом токсичных или радиоактивных отходов с группы 

предприятий или из мест техногенных катастроф до мест захоронения, когда 

ставится задача свести к минимуму вредное воздействие груза (суммарное 

время непосредственного контакта с грузом) на сопровождающий его 

персонал и используемые транспортные средства [8, 9]. Решение этой задачи 

тем более важно, поскольку многие токсичные вещества могут накапливаться 

в организме человека и поражение от их воздействия может наступать под 

воздействием суммарной дозы. Транспортные же средства в этих условиях 

(после получения заданной суммарной дозы вредного воздействия) должны 

либо подвергаться специальной обработке с целью продолжения 

эксплуатации, либо должны быть захоронены [9, 10]. 
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Необходимо отметить, что отклонение плана перевозок задачи с 

фиксированными доплатами, полученного методом линеаризации целевой 

функции, от существующего оптимального решения тем меньше, чем меньше 

доля суммарных фиксированных доплат в общих затратах на выполнение 

операции. Считается [5], что в большинстве практических задач это 

отклонение не превышает 5–8 %. В случае же задачи по критерию 

суммарного времени перевозок (значение целевой функции определяется 

только фиксированными доплатами, то есть временами движения по 

используемым маршрутам) отклонение приближённого решения от 

существующего оптимального решения максимально и может превышать 25 

% [4, 5, 9]. Тем не менее, приближённое решение на основе линеаризации 

целевой функции может оказаться весьма полезным, например, в случаях 

ограниченности времени на поиск решения. Во-вторых, ввиду относительной 

простоты его получения, приближённое решение может использоваться в 

качестве повторяющейся процедуры (для определения нижней границы) в 

более сложных, например, комбинаторных, алгоритмах при поиске точного 

решения задачи. Предлагаемая модификация метода Балинского [5] 

позволяет найти приближённое решение гарантированно не хуже 

существующего оптимального решения в интервале 10–15 % [10]. Для 

решения использовался метод последовательного улучшения плана, хотя, 

возможно, потоковые методы [11, 12] позволят получить результат за 

меньшее число итераций. 

Линеаризация заключается в переходе от задачи минимизации 

исходной функции (1) к задаче минимизации функции 
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Модификация метода заключается в улучшении полученного 

приближенного плана и основывается на том, что в любом оптимальном 

плане 
ijxx

**
=  аппроксимирующей транспортной задачи всегда найдётся по 

крайней мере два таких xij, что ijij Mx =
*

. По таким маршрутам затраты в 

задачах (1) и (2) совпадают и равны tij. Для остальных же маршрутов 

ij
ij

ij
ij tM

x
t <

*

.  

Из-за несоответствия затрат на этих маршрутах общие значения 

целевых функций (1) и (2) при одних и тех же планах перевозок совпадать не 

будут (затраты аппроксимирующей задачи являются заниженными по 

отношению к реальным затратам). Поэтому можно предположить, что в 

ячейках матрицы перевозок аппроксимирующей задачи, для которых 

ijij Mx =
*

, затраты исходной задачи отражены правильно, и улучшение этого 

плана следует искать при помощи перераспределения перевозок только в тех 

ячейках, для которых ijij Mx <
*

. Поэтому план перевозок, доставляющий 

минимум функции (2), рассматривается в качестве первого приближения к 

оптимальному плану исходной задачи. В этом плане отмечаются перевозки, 

для которых ijij Mx =
*

, а затем производится вычёркивание строк исходной 

матрицы, для которых iijij aMx ==
*

, и определяется ijjj Mbb −='
, и столбцов 

этой матрицы, для которых jijij bMx ==
*

, и определяется ijii Maa −=' . 

Для остальных строк и столбцов матрицы перевозок полагаем ii aa =' , 

jj bb =' . Затем определяются числа ),(min ''
, jijiij baM =  и решается задача 

(меньшей размерности) минимизации (2) с исходными данными '' , ji ba . 

Для оптимального плана новой задачи снова повторяется процесс 
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вычёркивания строк и столбцов матрицы, пересчёт значений a’i, b’j и т.д. 

Этот процесс конечен, поскольку размерность задачи уменьшается. 

В качестве иллюстрации задачу определения оптимального плана 
перевозок по критерию минимума суммарного времени рассмотрим на 
примере, представленном в виде матриц перевозок (табл. 1−3), где имеются 3 
исходных пункта и 3 пункта назначения. Найдём для каждого маршрута 

коэффициенты tij/Mij целевой функции (2) аппроксимирующей задачи и 

проставим их в правых верхних углах ячеек табл. 1. Прежде чем 
воспользоваться методом потенциалов для поиска оптимального плана, 
построим начальный план перевозок, например методом северо-западного 
угла. Количество перемещаемых ресурсов по каждому маршруту в 
соответствии с этим начальным планом представлено в центрах ячеек в табл. 
1. При этом в соответствии с (2) Ф’= 19. 

Таблица № 1. Исходный план перевозок 

 b1=17 b2=12 b3=28  

 

a1=27 

7/17

17 
–          5/12

10 

+          8/27 

 
–0,2 

 

U1=0 

 

a2=20 

4/17

 
0,21 

+          2/12

2 

–          5/20 

18 

 

U2=–0,25 

 

a3=10 

5/10

 
0,29 

4/10

 
0,18 

3/10 

10 
 

U3=–0,2 

 V1=0,41 V2=0,42 V3=0,5  

Затем определим значения симплекс-множителей (потенциалов) строк 

(Ui) и столбцов (Vj) матрицы перевозок и коэффициенты при свободных 

переменных в соответствии с [2]. Полученные потенциалы строк и столбцов 

представлены в правом столбце и нижней строке табл. 1, а коэффициенты 
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при свободных переменных – в левых нижних углах ячеек этой же таблицы. 

Поскольку c’13<0, план перевозок может быть улучшен. Построенный цикл 

перераспределения перевозок представлен в табл. 1 знаками «+» и «–», 

расположенными в левых верхних углах ячеек. Результат перераспределения 

(Δx=10) представлен в табл. 2 (Ф’= 16,93). В этой же таблице представлены 

рассчитанные для нового плана потенциалы строк, столбцов и коэффициенты 

при свободных переменных. Поскольку c’21<0 строим цикл 

перераспределения перевозок для улучшения плана (представлен в табл. 2 

знаками «+» и «–», расположенными в левых верхних углах ячеек) при Δx=8. 

Таблица № 2. Цикл перераспределения перевозок при Δx=8 

 b1=17 b2=12 b3=28  

 

a1=27 
–         7/17

17 

5/12

 
0,2 

+            8/27 

10 

 

U1=0 

 

a2=20 
+            4/17

 
–0,139 

2/12

12 
–         5/20 

8 

 

U2=-0,046 

 

a3=10 

5/10

 
0,076 

4/10

 
0,183 

3/10 

10 
 

U3=0,004 

 V1=0,42 V2=0,213 V3=0,296  

 

Результат перераспределения представлен в табл. 3 (Ф’= 15,9). В этой 

же таблице представлены рассчитанные для нового плана потенциалы строк, 

столбцов и коэффициенты при свободных переменных. Так как среди 

коэффициентов при свободных переменных нет отрицательных, следует 

вывод о получении оптимального плана. Однако, поскольку значение 

целевой функции (2) аппроксимирующей задачи является заниженным по 
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отношению к реальным затратам в исходной задаче (для маршрутов, где 

xij<Mij), необходимо произвести перерасчёт функции в соответствии с (1). В 

результате получим, что суммарное время оптимального плана 

аппроксимирующей задачи составляет Ф=24 ед. 

Таблица № 3. Оптимальный план 

 b1=17 b2=12 b3=28  

 

a1=27 

7/17

9 
5/12

 
0,074 

8/27 

18 
 

U1=0 

 

a2=20 

4/17

8 
2/12

12 
5/20 

 
0,13 

 

U2=–0,176 

 

a3=10 

5/10

 
0,076 

4/10

 
0,053 

3/10 

10 
 

U3=0,004 

 V1=0,42 V2=0,343 V3=0,296  
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