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Аннотация: В работе рассмотрена извилистость правильных n-угольников, фракталов и 
извилистость границ прямоугольной трапеции. Получено значение извилистости ωn в 
предельном случае. Для всех рассмотренных фигур построены зависимости значений 
извилистости от количества сторон правильного n-угольника и от n-ой итерации для 
рассматриваемого фрактала. Для границы прямоугольной трапеции построены графики 
зависимости границы извилистости от углового коэффициента прямой y=px+q, 
ограничивающей рассматриваемую трапецию. Показано, что при увеличении количества 
итераций в каждом фрактале значение извилистости растёт, а его предельное значение 
стремится к бесконечности.  
Ключевые слова: извилистость, замкнутый контур, фрактал, правильные n-угольники, 
снежинка Коха, границы контура. 

Введение 

Понятие извилистости очень часто используют в географии при 

рассмотрении извилистости береговой линии и в работе с геодезической 

картой, а также в геологии. Например, авторы [1,2] на основе спектрального 

анализа поверхности трещин обосновали критерий выделения и оценки 

извилистости горных пород, которая является базовым показателем для 

построения паспорта прочности пород при их сдвиге по трещине, а также 

установили зависимость параметра дилатансии от коэффициента 

извилистости трещин. В статье [3] были произведены расчеты извилистости 

границ аллювиального участка реки Тисы для определения нагрузки на 

насосы. Автор [4] продемонстрировал зависимость извилистости реки от  

объёма речного стока. В свою очередь, в работе [5] построена 

математическая модель термических и гидротермических процессов 

котловины Онежского озера, где используют границы его рельефа дна. В 

статье [6] проведены экспериментальные исследования тяжёлых металлов в 

Таганрогском заливе Азовского моря, в частности использовались границы 

поверхностного слоя его воды. Автор [7] изучил извилистость однородных 
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участков рек с помощью фрактального метода и установил зависимость 

фрактальной размерности от извилистости русла. В статье [8] авторы 

предоставили данные об исследовании зависимости извилистости пор 

сыпучей среды от значения пористости и плотности упаковки среды в 

графическом и аналитическом виде. Авторы [9] на основе теории 

обобщенной проводимости и капиллярной теории получили формулу для 

определения коэффициента извилистости. В статье [10] автор установил 

определяющее влияние на коэффициент извилистости пор степени 

срощенности частиц и плотности их упаковки, а также представил метод 

расчета коэффициента извилистости пор. 

Под извилистостью ω замкнутого контура, ограничивающего площадь 

S, понимают отношение периметра этого контура к длине окружности, 

ограничивающей круг той же площади S. 

      ω=P/(2πR), где S= πR2, т.е. R=ඥS/ߨ, откуда ω=P/(2πඥS/ߨ)=P/(2√ߨS) 

Извилистость границ правильного многоугольника 

Рассмотрим правильный многоугольник, где a – длина стороны  

правильного n-угольника. Найдём извилистость для различных значений n. 

Пусть n=5, тогда извилистость границ правильного пятиугольника 

равна: 

ω5=5a5/(2ඥܵߨହ)=5·2Rsin(5/ߨ)/(2ඥߨ · 5Rsinሺ5/ߨሻ · R · cosሺ5/ߨሻ)≈1,0756. 

У правильного шестиугольника имеем извилистость границ равна : 

ω6=6a6/(2ඥܵߨ଺)=6·2Rsin(6/ߨ)/(2ඥߨ · 6Rsinሺ6/ߨሻ · R · cosሺ6/ߨሻ)≈1,05. 

Для извилистости границ правильного семиугольника имеем: 

ω7=7a7/(2ඥܵߨ଻)=7·2Rsin(7/ߨ)/(2ඥߨ · 7Rsinሺ7/ߨሻ · R · cosሺ7/ߨሻ)≈1,036. 

Извилистость границ правильного восьмиугольника равна: 

ω8=8a8/(2ඥ଼ܵߨ)=2·8Rsin(8/ߨ)/(2ඥߨ · 8Rsinሺ8/ߨሻ · R · cosሺ8/ߨሻ)≈1,027. 
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Аналогично, при любых значениях n, в том числе достаточно больших, 

можно рассчитать ωn. Так, если n=100, то:  

ω100=100a100/(2ඥߨ ଵܵ଴଴)=200Rsin(100/ߨ)/[2ඥ100ߨRsinሺ100/ߨሻR · cosሺ100/ߨሻ]

≈1.                                                                                                                             

(1) 

Пусть n- любое число, тогда по определению извилистости, получим: 

ωnൌn·an/ሺ2ඥܵߨ௡)=n·2·R·sin(180°/n)/(2ඥሺߨ · ݊ · ܴ · ሻ݊/ߨሺ݊݅ݏ · ܴ ·  ሻ)ൌ݊/ߨሺݏ݋ܿ

n·sinሺπ/nሻ/ඥߨ · n · sinሺߨ/nሻ · cosሺߨ/nሻൌ ඥn · sinሺߨ/nሻ/ሺߨ · cosሺߨ/nሻൌ

ඥsinሺߨ/nሻ/ሺߨ/nሻ · cosሺߨ/nሻൌඥtgሺߨ/nሻ/ሺߨ/nሻ 

Рассмотрим предельное значение извилистости правильного n-

угольника  ωn  при n→+∞. Из (1) получим с учётом первого замечательного 

предела: 

        

lim୬՜ାஶ  ߱୬ ൌ lim୬՜ାஶ  ඥn · sinሺߨ/nሻ/ሾߨ · cosሺߨ/nሻሿ= lim
n→+∞ 

ඥsin(π/n)/(π/n) 

На рис.1 показана зависимость значения извилистости границы 

правильного многоугольника от количества его сторон.  

 
Рис. 1. –Зависимость извилистости от количества сторон n правильного 

многоугольника. 

Таким образом, при увеличении количества сторон правильного n-

угольника значение извилистости его границы стремится к 1. 

1

1,05

1,1

1,15

1,2

1,25

1,3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 n

ω



Инженерный вестник Дона, №5 (2019) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n5y2019/5951 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2019 

Извилистость границы снежинки Коха 

Снежинка Коха – это фрактал, который строится на основе 

равностороннего треугольника. 

 
Рис.2. –Построение снежинки Коха при i=1,2,3,4,5 

Возьмём в качестве длины стороны исходного треугольника I=1, тогда 

число отрезков такой длины, которые покрывают снежинку Коха на этом 

шаге равно трём. Затем при переходе к следующему шагу (рис.2) имеем 

I′=1/3, а число отрезков равно 12. Поэтому размерность снежинки Коха 

равна: D ൌ ln  4/ln  3  ൌ 1,2618, т.е. при увеличении снежинки Коха в 3 раза, 

её длина возрастает в 4 раза и т.д. 

Рассчитаем извилистость границы снежинки Коха при n-ой итерации: 

n=0:    l0ൌ3a, S0ൌa2√3/4;                 n=1:   l1ൌ4a, S1ൌa2√3/3; 

n=2:   l2ൌ16/3a,  S2ൌ4a2√3/9  …   lnൌሺ4/3ሻn3a,  Sn=ሺ4/3ሻnሺa2√3ሻ/4, nאN. 

Тогда извилистость границы снежинки Коха при n-ой итерации равна: 

ωnൌln/ሺ2ඥπ Sn ሻൌ ሺ4/3ሻn·3a/ሾ2√π ·ሺ4/3ሻሺn/2ሻሺa√3
ర ሻ/2ሿൌ3/ට3√ߨ · ሺ4/3ሻሺ௡/ଶሻ 

где nאN. 

Заметим, что закон ߱௡ ൌ ߱௡ሺ݊ሻ െ показательный закон, который 

выражен геометрической прогрессией со знаменателем q=2/√3. 
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Рис. 3.–Зависимость извилистости границы снежинки Коха от n-ой итерации. 

Предельное значение извилистости границы снежинки Коха: 

                             lim
n՜൅∞

ωnൌ3/ට3√ߨ · limn՜൅∞
ሺ4/3ሻሺn/2ሻ ൌ൅∞. 

Извилистость границ трапеции 

Рассмотрим извилистость границы прямоугольной трапеции, 

ограниченной линиями y=px+q, x1=a, x2=b и осью Ох. 

Пусть, p=3, q=0 и х2=b=3 - фиксированные значения, а х1=a. Будем 

изменять значения а - левого конца отрезка [a,b]. 

Рассмотрим несколько случаев при а = 2,5;2;1,5;1;0,5. 

Пусть a=2,5. Периметр прямоугольной трапеции: 

Р=0,5+9+ඥ1,5ଶ ൅ 0,5ଶ+7,5≈18,58. Площадь прямоугольной трапеции S=0,5

(7,5+9) ·0,5=4,125. По определению извилистости находим ω2,5a:       ω2,5a 

=18,58/(2ඥ4,125·ߨሻ≈2,58. 

Для a=2 по аналогии находим периметр, площадь, а затем извилистость 

границы прямоугольной трапеции для каждого случая, а=1,5; a=1; a=0,5. 

ω2a =19,16/(2ඥ7,5ߨሻ≈1,975;       а=1,5:  ω1,5a =19,74/(2ඥ10,125ߨሻ≈1,75; 

a=1: ω1a=20,32/(2√12ߨሻ≈1,655;  a=0,5:  ω0,5a =20,906/(2ඥ13,125ߨሻ≈1,628. 
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Рис. 4. – Зависимость извилистости границы прямоугольной трапеции от 

величины а. 

Таким образом, при фиксированных значениях границ прямоугольной  

трапеции, ограниченной данными прямыми извилистость её границ 

уменьшается с уменьшением величины а. Рассмотрим случай p=2, q=1 и а=0 

– значения b = 2;3;4;20. По аналогии находим извилистость границы 

прямоугольной трапеции для каждого случая по отдельности. 

b=2:  ω2b=12,472/(2√6ߨ)≈1,437;   b=3:    ω3b=17,7/(2√12ߨ)≈1,441; 

b=4:  ω4b=22,94/(2√20ߨ)≈1,4474; b=20:  ω20b=106,72/(2√420ߨሻ≈1,4693; 

b=100: ω100b=525,61/(2√10100ߨ)≈1,4757. 

 
 

Рис. 5. – Зависимость извилистости границы прямоугольной трапеции от 

величины b. 
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Таким образом, при фиксированных значениях границ прямоугольной  

трапеции, ограниченной прямой y=2x+1, а=0 и осью Ох, значение 

извилистости границы ω стремится к 1,476 при b→+∞. 

Пусть q=0, b=3 и а=1 – фиксированные значения, а значение p будем 

изменять.  Рассмотрим несколько случаев при p=0,5;1;1,5;2. 

1)  p=0,5: y=0,5x; Находим извилистость границы прямоугольной 

трапеции, ограниченной данной прямой, прямыми а=1, b=3 и осью Ох. 

ω0,5p=0,5+2+1,5+ඥ2ଶ ൅ 1,5ଶ/ (2ඥ0,5ߨሺ0,5 ൅ 1,5ሻ·2)≈6,5/5,012≈1,2969. 

2) p=1: y=x; По аналогии находим извилистость границы 

прямоугольной трапеции для каждого случая по отдельности. 

ω1p=1+2+3+√2ଶ ൅ 2ଶ/ሺ2ඥ0,5ߨሺ1 ൅ 3ሻ·2)≈1,246. 

3) p=1,5: y=1,5x; ω1,5p=1,5+2+4,5+√3ଶ ൅ 2ଶ/(2ඥߨሺ1,5 ൅ 4,5ሻ)≈1,3369. 

4) p=2:    y=2x;    ω2p=2+2+6+ඥ2ଶ ൅ 4ଶ/(2ඥ0,5ߨሺ2 ൅ 6ሻ·2)≈1,4439. 

          
Рис. 6. – Зависимость извилистости границы прямоугольной трапеции от  

углового коэффициента прямой ограничивающей прямоугольную трапецию. 

Таким образом, при фиксировании численных значений границ 

прямоугольной  трапеции, ограниченной прямой y=pх, x1=1, х2=3 и осью Ох 

для рассмотренных значений р, минимальное значение извилистости 

замкнутого контура плоской фигуры достигается при р=1.  
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Пусть p=2, b=2 и а=1 – фиксированные значения, а значение q будем 

изменять.  Рассмотрим несколько случаев при q = 1;2;3;4. По аналогии 

находим периметр, площадь, а затем извилистость границы прямоугольной 

трапеции для каждого случая по отдельности. 

q=1:   ω1q=11,236/(2√4ߨ)≈1,585;    q=2:   ω2q=13,236/(2√5ߨ)≈1,67; 

q=3:   ω3q=15,236/(2√6ߨ)≈1,755;    q=4:   ω4q=17,236/(2√7ߨ)≈1,838. 

Таким образом, если, а=1, b=2 и p=2 – фиксированные значения, то 

зависимость извилистости границы прямоугольной трапеции ω от 

свободного коэффициента q ограничивающей прямой y=px+q практически 

линейная. 

В общем виде извилистость границы прямоугольной трапеции, 

ограниченной прямыми y=px+q, x1=a, x2=b и осью Ox: 

ω=(b-a)(1+ඥ1 ൅ ሺܾߨଶ)+(a+b)p+2q/ሺඥ2݌ െ ܽሻሺ݌ሺܽ ൅ ܾሻ ൅  ,(ሻݍ2

где периметр P=(b-a)+(b-a)ඥ1 ൅  ଶ+(a+b)p+2q, а площадь݌

S=0,5[(pa+q)+(pb+q)](b-a), здесь p=tg α, так как 1/ cos  ଶ=1+tg2 α=1+p2, тоߙ

1/cos α=ඥ1 ൅   .ଶ݌
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