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Аннотация: Решена задача расчёта стержней на векторные возмущения состоящей из пяти 
компонент: 1.кинематические поперечные колебания левого конца; 2.кинематические 
поперечные колебания правого конца; 3.динамический изгибающий момент на левом конце; 
4.динамический изгибающий момент на правом конце; 5 динамическая равномерно 
распределённая поперечная нагрузка по длине стержня. Получены передаточные функции 
от каждого возмущения отдельно. Используя эти функции, получены элементы 
спектральной матрицы для стационарных случайных процессов, с учётом их 
коррелированности. Рассмотрены наиболее распространённые виды процессов:  
экспоненциально-коррелированный случайный процесс; процесс со скрытой 
периодичностью (с характерной частотой); усечённый белый шум. Показана формула для 
получения дисперсии перемещения сечений. 
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Введение 

Изгибные поперечные колебания стержней (балок) постоянного сечения 

при наличии вязкого трения [1-5] описываются неоднородным 

дифференциальным уравнением в частных производных  

ρw + 2γw + EJwIV = q(z, τ),          z∈ (0; l) ,       τ> - ∞,                          (В.1) 

где w(z, τ) - функция прогибов; z, τ- пространственная и временная координаты; 

ρ - линейная плотность масс;  γ - коэффициент демпфирования; EJ -жесткость 

стержня на изгиб, q(z, τ) – внешняя линейная нагрузка, распределённая по 

длине. Наличие точки над переменными означает дифференцирование по 

времени, штрихи соответствуют дифференцированию по x. Введём 

безразмерные величины  

u = cw,    x = z / l,    t= τ 2l//EJ ρ ,    ργ=ε EJ/l2 ,    f(x,t) = q(z, τ)cl4ρ/EJ, 

с - произвольно выбираемая масштабирующая константа, и уравнение (В.1) 

примет вид 
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)t,x(fuuε2u IV =++ ,          x∈  (0; 1),       (В.2) 

Уравнение (В.2) может иметь различные начально-краевые условия 

динамические и кинематические [6], [7].  

 

 

I. Свободные колебания 

Свободные колебания стержня описываются однородным 

дифференциальным уравнением в частных производных эллиптического типа  
IVuuε2u ++ = 0,       0 <x<1,      t> - ∞,                                     (1.1) 

к которому присоединяются начальные и граничные условия. В задаче об 

определении спектров собственных частот и собственных форм начальные 

условия не требуются. В качестве примера возьмём однопролётный стержень, 

у которого граничные условия однородные и имеют вид 

u(0, t) = 0,     u′′(0, t) = 0,     u(1, t) = 0,     u′′(1, t) = 0.        (1.2) 

Решение задачи (1.1), (1.2) отыскивается с помощью метода разделения 

переменных  

u(x, t) = X(x) eλt,                               (1.3) 

где  

λ = - μ + iω                       (1.4) 

- характеристический показатель, μ и ω – подлежащие определению 

коэффициент затухания и частота свободных колебаний. 

Подстановка (1.3) в (1.1), (1.2) даёт 

(λ2 + 2ελ)X + XIV =0,           X(0) = 0,   X′′(0) = 0,   X(0) = 0,  X′′(1) = 0.     (1.5) 

Введём обозначение  

b4 = - λ2 - 2ελ                                                          (1.6) 

и перепишем задачу (1.5)  

Xxx – b4X =0,      X(0) = 0,   X′′(0) = 0,   X(0) = 0,  X′′(1) = 0.           (1.7) 

Тогда её общее решение имеет вид 
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X(x) = Asinbx + Bcosbx + Cshbx + Dchbx.                               (1.8) 

Дифференцирование даёт 

X′(x) = b(Acosbx - Bsinbx + Cchbx + Dshbx),                              (1.9) 

X′′(x) = b2(-A sin bx - B cos bx + C shbx + D chbx),                         (1.10) 

X′′′(x) = b3(-A cos bx + B sin bx + C chbx + D shbx).                       (1.11) 

Из граничных условий (7) следует 

B = D = C = 0,    sinb = 0,    ⇒b = kπ.                               (1.12) 

Найденное значение  b  подставим в (1.6), учтём (1.4) и получим  

μ2 - ω2 - 2εμ + k4π4 + i 2ω(- μ + ε) = 0.                                (1.13) 

Поскольку левая часть уравнения (1.13) является комплекснозначной 

величиной, то оно эквивалентно системе из двух уравнений 

μ2 - ω2 - 2εμ + k4π4 = 0,                2ω(- μ + ε) = 0. 

Решая её, получим коэффициент затухания и спектр собственных частот 

μ = ε,             ωεk = 22
k0 ε−ω ,            k∈N.                        (1.14) 

Здесь ω0k = k2 π2 – частоты свободных колебаний при отсутствии вязкого 

трения, ωεk – то же при наличии трения. 

Из (1.8), (1.12) следует 

X(x) = Asinbx. 

A – произвольное число, примем его равным единице, учтём значение b по 

(1.12) и получим спектр собственных форм в виде полуволн синусойды 

кратных k 

Xk(x) = φk(x) = sin kπx,         k ∈ N.                  (1.15) 

 

II. Общая задача о вынужденных гармонических колебаниях 

стержня 

1. Общая постановка задачи 

Вынужденные детерминистические колебания стержня в 

установившемся режиме при гармонических (динамических и 

кинематических) возмущениях описываются задачей без начальных условий  
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IVuuε2u ++ = f1(x, t) ,     0 <x< 1,      t> - ∞,                                (1.1.1) 

u(0, t) = f2(t) ,      u''(0, t) = f3(t) ,      u(1, t) = f4(t) ,     u''(1, t) = f5(t) ,       (1.1.2) 

Положим, что поперечная нагрузка распределена равномерно по длине 

стержня и все возмущения являются гармоническими с частотами  Ωk и 

начальными фазами αk. Тогда они могут быть представлены как 

комплекснозначные функции 

fk(t) = аkеi(Ωkt+αk) ,      k = 1, 2, … 5.                     

Если упростить, то 

fk(t) = АkеiΩkt,             Аk= akеiαk. 

Здесь аk, Аk – действительная и комплексная амплитуды возмущений.  

2. Автономные задачи 

2.1. Вынужденные колебания от равномерной поперечной нагрузки 
IVuuε2u ++ = еiΩt  ,     0 <x< 1,      t> - ∞.                               (2.2.1) 

u(0, t) = 0,     u′′(0, t) = 0,     u(1, t) = 0,     u′′(1, t) = 0,     t> - ∞.         (2.2.2) 

u(x, t) = H(х, iΩ) еiΩt,                                                  (2.2.3) 

H(х, iΩ) – передаточная функция. (2.2.3) подставляем  в (2.2.1), (2.2.2) и 

получаем задачу 

[(iΩ)2 + 2ε(iΩ)]H + HIV = 1,                                             (2.2.4) 

H(0, iΩ) = 0,   H′′(0, iΩ) = 0,   H(1, iΩ) = 0,     H′′(1, iΩ) = 0.                    (2.2.5) 

Обозначим 

b4 = - (iΩ)2 - 2ε(iΩ), 

перепишем (2.2.4) 

HIV - b4H  = 1.                                                    (2.2.6) 

Общее решение (2.2.5), (2.2.6) имеетвид 

H(x, iΩ) = H1(x, iΩ) = A sin bx + B cos bx + C shbx + D chbx - b-4.                  (2.2.7) 

В силу (2.2.5)  

B + D - b-4 = 0,                   - B + D = 0, 

A sin b + B cos b + C sh b + D ch b - b-4=0,  -A sin b - B cos b + C sh b + D ch b =0. 
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Отсюда 

A = (1- cos b)/2 b4 sin b,      B = D = 1/2 b4,       C = (1- ch b)/2b4 sh b. 

2.2. Кинематически возбуждаемые перемещениями правого конца 
IVuuε2u ++ = 0,     0 <x< 1,      t> - ∞.                              (2.2.8) 

u(0, t) = 0,     u′′(0, t) = 0,     u(1, t) = еiΩt ,     u′′(1, t) = 0.            (2.2.9) 

Решение имеет вид  (2.2.3). Вместо (2.2.5), (2.2.6)  теперь имеем 

HIV - b4H  = 0.                                                     (2.2.10) 

H(0, iΩ) = 0,   H′′(0, iΩ) = 0,   H(1, iΩ) = 1,     H′′(1, iΩ) = 0.        

(2.2.11) 

Отсюда 

H4(x, iΩ) = (sin bx/sin b + shbx/sh b)/2.                      (2.2.12) 

2.3. Кинематически возбуждаемые перемещения левого конца 
IVuuε2u ++ = 0,     0 <x< 1,      t> - ∞.                              (2.2.13) 

u(0, t) = еiΩt,     u′′(0, t) = 0,     u(1, t) = 0 ,     u′′(1, t) = 0,     t> - ∞.        (2.2.14) 

HIV - b4H  = 0.                                                     (2.2.15) 

H(0, iΩ) = 1,   H′′(0, iΩ) = 0,   H(1, iΩ) = 0,     H′′(1, iΩ) = 0.                  (2.2.16) 

Передаточная функция получается подстановкой в (2.2.12)  (1-x)  вместо x 

H2 (x, iΩ) = [sin b(1-x)/sin b + sh b(1-x)/sh b]/2.    (2.2.17) 

2.4. Колебания, возбуждаемые моментом на правой опоре 
IVuuε2u ++ = 0,                                                     (2.2.19) 

u(0, t) = 0,     u′′(0, t) = 0,     u(1, t) = 0 ,     u′′(1, t) = еiΩt.                         (2.2.20) 

HIV - b4H  = 0,                                                             (2.2.21) 

H(0, iΩ) = 0,   H′′(0, iΩ) = 0,   H(1, iΩ) = 0,     H′′(1, iΩ) = 1.                 (2.2.22) 

Решение этой задачи дает  

H5 (x, iΩ) = [-sin bx / sin b + shbx / sh b]/2b2.                                (2.2.23) 

2.5. Колебания, возбуждаемые моментом на левой опоре 
IVuuε2u ++ = 0                                               (2.2.24) 



Инженерный вестник Дона, №5 (2019) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n5y2019/5866 

 

 
© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2019 

 

 

u(0, t) = 0,     u′′(0, t) = еiΩt,     u(1, t) = 0 ,     u′′(1, t) = 0.           (2.2.25) 

HIV - b4H  = 0.                                                     (2.2.26) 

H(0, iΩ) = 0,   H′′(0, iΩ) = 1,   H(1, iΩ) = 0,     H′′(1, iΩ) = 0.        

(2.2.27) 

Передаточная функция получается подстановкой в (2.2.23)  (1-х)  вместо x 

H3 (x, iΩ) = H5 (1-x, iΩ) =  [-sin b(1-x) / sin b + sh b(1-x) / sh b]/2b2.  (2.2.28) 

3. Общая задача при равенстве частот возмущений 
IVuuε2u ++ = A1еiΩt , 0 <x<1,      t> - ∞,                     (2.3.1) 

u(0, t) = A2еiΩt,  u′′(0, t) = A3eiΩt,   u(1, t) = A4еiΩt,    u′′(1, t) = A5eiΩt.     (2.3.2) 

Используя принцип суперпозиции, можем записать 

u(x,t)=[A1H1(x,iΩ)+A2H2(x,iΩ)+A3H3(x,iΩ)+A4 H4 (x,iΩ) + A5 H5 (x,iΩ)]eiΩt t= 

= H0(x, iΩ)eiΩt.  (2.3.3) 

То же в векторной форме имеет вид 

u(x, t) = AтH(x, iΩ)eiΩt = [A, H(x, iΩ)]eiΩt.                             (2.3.4) 

Обозначено 

H0(x, iΩ) = A1H1(x, iΩ) + A2H2(x, iΩ) +  A3H3(x, iΩ) + A4H4(x, iΩ)  

+ A5H5(x ,iΩ) = AтH(x, iΩ) = [A , H(x,iΩ)]. 

Верхний индекс т означает операцию транспонирования, (·,·) – скалярное 

произведение. Амплитуда колебаний 

а(x, Ω)=⏐H0(x, iΩ)⏐ = [H0(x, iΩ) *
0H (x, iΩ)]1/2.                                 (2.3.5) 

 

III. Общая задача о случайных колебаниях стержня 

1.Некоторые модели случайных процессов 

1.1.Скалярные процессы 

Динамическая нагрузка в поперечном направлении балки и 

кинематические возмущения на левом и правом концах зачастую являются 

стационарными случайными процессами [8-10]. Стационарность далее будем 
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понимать в так называемом «широком» смысле, когда математическое 

ожидание и корреляционная функция обладают свойствами  

<f(t)> = const,            Kf(t1, t2) = Kf(t2 - t1) = Kf(τ). 

В рамках наиболее употребительной в приложениях корреляционной 

теории случайных процессов информация о них задаётся с помощью 

корреляционной функции и/или спектральной плотности. Рассмотрим кратко 

некоторые модели. 

1) Дельта-коррелированный случайный процесс («белый шум»). 

Широкополосный процесс, который в равной степени содержит гармоники 

любых частот, т.е. ω∈ (- ∞∞ , ). 

Корреляционная функция, спектральная плотность и дисперсия 

Kf(τ) = sδ(τ),      Sf(ω) = s / 2π,      Kf(0) = Df = ∞ .                               (3.1.1) 

δ(τ) – дельта-функция Дирака,  s - интенсивность белого шума. Дисперсия 

бесконечна, поэтому физически реального белого шума не существует. 

2) Усечённые белые шумы.  

а) Случайный процесс содержит сплошной низкочастотный спектр 

гармоник сегмента [-ωс, ωс], ωс – частота среза. 

Корреляционная функция, спектральная плотность и дисперсия 

Kf(τ) = 2s0 sin ωсτ/τ,        Sf(ω) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ω>ω

ω≤ω

,,0

,,s

c

c0 Df = 2s0ωc.              (3.1.2) 

б)Случайный процесс состоит из гармоник с частотами на сегменте [ω1, 

ω2]. 

Корреляционная функция, спектральная плотность и дисперсия 

Kf(τ) = 2s0 (sin ω2τ - sin ω1τ)/τ,       Sf(ω) = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ωω∉ω

ωω∈ω

],,[,0

],,[,s

21

210 Df =  

2s0(ω2 - ω1).(3.1.3) 

3) Экспоненциально-коррелированные случайные процессы. 

Содержат в основном низкочастотные гармоники. 
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Корреляционные функции, спектральные плотности и дисперсии 

а) Kf(τ) = τα−σ e2
f ,     Sf(ω) = ,

)( 22

2
f

ω+απ
ασ Df = 2

fσ ,                    (3.1.4) 

σf – среднеквадратическое отклонение, α - параметр широкополосности. 

б) Kf(τ) = 22
e2

f
τα−σ ,        Sf(ω) = ,

2
e 2

2

42
f

πα
σ α

ω
−

Df = 2
fσ .                 (3.1.5) 

4) Процессы со скрытой периодичностью (с характерной частотой). 

Узкополосные процессы, содержащие гармоники с частотами, близкими к 

некоторой характерной частоте; процессы, близкие к периодическим 

(гармоническим) процессам.  

Kf(τ) = τα−σ e2
f cosβτ,   Sf(ω) = ,

]4)[(
)(

22222

222
f

ωα+θ−ωπ
θ+ωασ θ2 = α2 + β2,  Df = 2

fσ ,   (3.1.6) 

α - параметр широкополосности,    β - характерная частота. 

б) Kf(τ) = τα−σ e2
f (cosβτ + )sin τβ

β
α ,   Sf(ω) = ,

]4)[(
2

22222

22
f

ωα+θ−ωπ
αθσ

         
 (3.1.7) 

θ2 = α2 + β2,   Df= 2
fσ , 

α - параметр широкополосности,    β - характерная частота. 

1.2.Векторные процессы 

Источник случайных колебаний во многих случаях является многомерным 

векторным, т. е. представляться в виде 

f(t) = {f1(t),  f2(t),…,f5(t)}. 

Здесь  fk(t) – стационарные и стационарно связанные компоненты векторного 

процесса.  

В рамках корреляционной теории информацию о векторных процессах 

удобнее всего иметь в виде спектральной матрицы 
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Sf(ω) = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5554535251

4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

sssss

sssss
sssss
sssss

sssss

,           sij(ω) = sji(ω).              (3.1.8) 

Спектральные плотности и взаимные спектральные плотности могут быть 

записаны в общем виде 

skl(ω) = ,
)i(L)i(L

)i(L)i(Lс
*
22

*
11lkklkl

ωω
ωωσσρ k, l = 1, 2, …, 5,                     (3.1.9) 

где ckl – const, σk, σl – среднеквадратические отклонения соответствующих 

компонентов случайного процесса, L1(iω), L2(iω) – полиномы аргумента (iω), ρkl 

– нормированные элементы корреляционной матрицы случайного векторного 

процесса, причём 

-1 ≤ ρkl ≤ 1,            ρkk = 1.                                                 (3.1.10) 

Корреляционная матрица должна быть симметричной и неотрицательно 

определённой.Выпишем значения  сkl и выражения для полиномов Lk(iω). 

1) Экспоненциально-коррелированные случайные процессы. 

ckl = αkl/π,            L1(iω) = 1,           L2(iω) = (iω) + αkl, 

skl(ω) = ,
)( 2

kl
2

lkklkl

α+ωπ
σσρα k, l = 1, 2, …, 5,                                  (3.1.11) 

2) Процессы со скрытой периодичностью (с характерной частотой). 

a) ckl = αkl/π,            L1(iω) = (iω) + θkl,           L2(iω) = (iω)2 + 2αkl(iω) + 2
klθ , 

skl(ω) = ,
]4)[(

)(
22

kl
22

kl
2

2
kl

2
lkklkl

ωα+θ−ωπ
θ+ωσσρα 2

kl
2
kl

2
kl β+α=θ .                          (3.1.12) 

б) ckl = 2αkl 2
klθ /π,            L1(iω) = 1,           L2(iω) = (iω)2 + 2αkl(iω) + 2

klθ , 

skl(ω) = ,
]4)[(

2
22

kl
22

kl
2

lkkl
2
klkl

ωα+θ−ωπ
σσρθα 2

kl
2
kl

2
kl β+α=θ .                          (3.1.13) 

2. Постановка и решение задачи 

На стержень действуют равномерно распределённая динамическая 

нагрузка в поперечном направлении f1(t) и кинематические возмущения на 
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левом и правом концах f2(t) –f5(t) в виде случайных процессов, и задача 

приобретает вид 
IVuuε2u ++ = f1(t) ,     0 <x<1,      t> - ∞,                                (3.2.1) 

u(0, t) = f2(t),     u′′(0, t) = f3(t),     u(1, t) = f4(t),    u′′(1, t) = f5(t).           (3.2.2) 

Процесс возмущений является векторным состоящим из пяти компонентов 

f(t) = {f1(t),  f2(t), …, f5(t)}. 

Пусть он будет стационарным, со стационарно связанными компонентами, 

с нулевым математическим ожиданием, с заданной спектральной матрицей. 

Тогда в установившемся режиме u(х, t) будет центрированным 

пространственно-временным случайным полем, стационарным во времени и 

неоднородным по пространственной координате. Будем искать спектральную 

плотность и дисперсию поперечных отклонений стержня.  

Для определения спектральной плотности выходного процесса имеются 

два пути. 

1)Используются ранее найденные для гармонических колебаний 

передаточные функции Hj(x, iΩ), j = 1, 2, …, 5. Тогда спектральная плотность 

случайного процесса колебаний выписывается как произведение матриц 

Su(x, ω) = ( ) ( ) ( )ωωω∑∑
= =

kl
*
l

5

1k

5

1l
k si,xHi,xH = Hт(x, iω)Sf(ω)H*(x, iω).               (3.2.3) 

2)Второй путь состоит в применении метода спектральных представлений. 

Это интегралы Фурье 

u(x, t) = ωω∫
∞

∞−

ω de),x(U ti ,     f(t) = .de)(ω ti ω∫
∞

∞−

ωF                                      (3.2.4) 

Здесь F(ω) = {Fl(ω), F2(ω),…, F5 (ω)} – вектор трансформант входного процесса, 

U(x,ω) – трансформанта выходного процесса. Они обладают свойствами 

стохастической ортогональности по частоте ω 

<U(x, ω) U*(x′, ω′)> = Ku(x, x′, ω) δ(ω - ω′),  <Fk(ω)Fl
*(ω′)> = skl(ω)δ(ω - ω′), 

<U(x, ω) Fl
*(ω′ ) > = Suf 1 (ω) δ(ω - ω′).                                           (3.2.5) 



Инженерный вестник Дона, №5 (2019) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n5y2019/5866 

 

 
© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2019 

 

 

(4) подставляем в (1) 

( ) ωω ω
∞

∞−
∫ de),x(Uiω ti2 + 2ε ( ) ωω∫

∞

∞−
ω de),x(Uiω ti + ωω∫

∞

∞−

ω de),x( tiIVU = .de)( ti
1F ωω∫

∞

∞−

ω

 

После очевидного упрощения имеем 

b2U – UIV=F1,         b4= - (iω)2 - 2ε(iω).                             (3.2.6) 

Аналогично для граничных условий (3.2.2) 

U(0, ω)= F2,        U′′(0, ω)= F3,         U(1, ω)= F4,       U′′(1, ω)= F5.           (3.2.7) 

Поочередно оставляя одну из трансформант, решаем задачу (3.2.6), (3.2.7) 

точно так, как аналогичные задачи при гармонических колебаниях и получаем 

решения для всех возмущений 

Uk(x, ω)= Fk(ω) Hk(x, iω),           k = 1,  2, …, 5, 

где  Hk(x, iω) – ранее полученные передаточные функции.  

С помощью принципа суперпозиции получим суммарное решение 

U(x, ω)= ∑
=

5

1k

Fk(ω) Hk(x,iω)= FT(ω) H(x, iω) = [F(ω), H(x,iω)].              (3.2.8) 

Переходим к комплексно-сопряженным величинам  

U*(x′, ω′) = ∑
=

5

1l

Fl
*(ω′) *

lH (x′, iω′) = F*T(ω′) H*(x′, iω′) = 

=[F*(ω′), H*(x׳, iω′)].  (3.2.9) 

Левые и правые части (3.2.8), (3.2.9) перемножаем соответственно 

Ku(x, x′, ω)= ( ) ( ) )(si,xHi,xH kl
*
l

5

1k

5

1l
k ωω′ω∑∑

= =
 = Hт(x, iω)Sf(ω)H*( x׳, iω).       (3.2.10) 

При х = x′ имеем спектральную плотность 

Su(x, ω) = Ku(x, x, ω) = ( ) ( ) )(si,xHi,xH kl
*
l

5

1k

5

1l
k ωωω∑∑

= =
= 

=Hт(x, iω)Sf(ω)H*(x, iω).     (3.2.11) 

Для определения дисперсии применяется известная формула  

Du(x) = ωω∫
∞

∞−

d),x(Su .                                   (3.2.12) 
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Вывод. В данной работе ставилась задача показать возможности расчёта 

стержня на векторные возмущения в виде гармонических и случайных 

воздействий. Показана возможность получения передаточных функций от 

кинематических перемещений опор, динамического действия момента и 

распределённой нагрузки. Используя эти функции можно получить  амплитуды 

перемещений и среднеквадратические отклонения. В работе  получена 

спектральная матрица для стационарных случайных процессов, с учётом их 

коррелированности. Это позволит рассчитывать элементы сооружений в виде 

стержней на случайные воздействия в виде сейсмики 
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