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Аннотация: В работе предложен способ вычисления площади плоской области по 

фотографии, основанный на применение методов математического анализа. Для 

вычисления площади применяется криволинейный интеграл второго рода по замкнутому 

контуру, ограничивающему рассматриваемую область. Задание границы в виде сплайна 

Безье сводит вычисление криволинейного интеграла к вычислению нескольких 

определенных интегралов от базисных полиномов Бернштейна. Для интегралов от 

базисных полиномов Берштейна получен явный вид. Для сплайна Безье третьего порядка 

выведена формула для вычисления площади области через координаты опорных точек 

кривых Безье. 

Ключевые слова: кубический сплайн, базисные полиномы Берштейна. кривая Безье, 
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Введение 

 Рассматривается задача нахождения площади плоской области по 

изображению. Поставленная задача может быть актуальна, например, в 

следующих случаях: область труднодоступна или недоступна вовсе, область 

имеет сложную форму. Сюда же можно отнести задачу автоматизации 

нахождения площадей большого числа площадей различных объектов. 

Вычисление площади плоской области на практике часто сводится к 

непосредственному вычислению количества пикселей, принадлежащих 

рассматриваемой области или применению приближенных методов (метод 

прямоугольников, метод трапеций, метод Симпсона и т.п.).  

В работе предлагается принципиально другой подход к решению 

поставленной задачи, основанный на методах математического анализа. На 

начальном этапе проводится цифровая обработка полученного изображения и 
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выделение границы изучаемой области [1, 2]. Затем вводится система 

координат и выбираются точки 𝑃𝑃𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖�, где 𝑖𝑖 = 0,𝑛𝑛�����, лежащие на границе 

области, причём точка�𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0� совпадает с точкой �𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛�, так как речь идёт о 

замкнутой кривой. 

Задачи выделения границы изображения и выбора точек на границе сами 

по себе достаточна сложны и не обсуждаются в этой статье.  

По выбранным точкам строится замкнутый локальный эрмитов 

кубический сплайн [3,4]. В работе [5] рассматривается задача приближения 

функции, заданной на равномерной сетке, методом локальной 

полиномиальной сплайн-аппроксимации, причем сетка узлов сплайна 

выбирается смещенной относительно сетки исходных данных.  

В работе [6] исследуется погрешность, которая возникает при локальной 

аппроксимации функции полиномиальными сплайнами порядка n. В статье [7] 

описан алгоритм аппроксимации сплайнами поверхности или части 

поверхности, не имеющих аналитического описания. В работе [8] приводится 

метод построения локального кубического сплайна, который аппроксимирует 

функцию, заданную на произвольной сетке, с такой же точностью, как и 

интерполяционный сплайн. В статье [9] исследована среднеквадратичная 

аппроксимация сплайнами функции, заданной со случайными 

погрешностями. Предложен алгоритм нахождения коэффициентов таких 

сплайнов, даны теоретические оценки погрешностей. 

В работе [10] рассмотрено приближение на отрезке [0, 1] функции 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |2𝑥𝑥 − 1| полиномами Берштейна. Исследована скорость приближения 

для разных точек отрезка. 

В работе [11] рассмотрены аналитические основы теории кривых Безье. 

Предложен способ построения составных кривых Безье, заданной гладкости, 

на плоскости и в многомерном пространстве. В работе [12] исследованы 

свойства аппроксимации плоских и пространственных кривых 

параметрическими сплайнами. 
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Для построения сплайна вводится параметризация по суммарной длине 

хорд 𝑙𝑙𝑖𝑖. 

𝑙𝑙𝑖𝑖 = �(𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)2 + (𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖)2 

Обозначив параметр через 𝑠𝑠, получим значения параметра 𝑠𝑠𝑖𝑖, 

соответствующее точкам 𝑃𝑃𝑖𝑖. 

𝑠𝑠𝑖𝑖 = �𝑙𝑙𝑘𝑘

𝑖𝑖−1

𝑘𝑘=0

 

Тогда параметрические уравнения эрмитова локального кубического 

сплайна, задающий кривую между точками 𝑃𝑃𝑖𝑖 и 𝑃𝑃𝑖𝑖+1, будут иметь вид 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖(1 − 𝑡𝑡2)(1 + 2𝑡𝑡) + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1𝑡𝑡2(3 − 2𝑡𝑡)  + 𝑥𝑥′𝑖𝑖𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2𝑙𝑙𝑖𝑖 −
                         −𝑥𝑥′𝑖𝑖+1𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑖𝑖 ,                          

(1)                                                                             
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦𝑖𝑖(1 − 𝑡𝑡)2(1 + 2𝑡𝑡) + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1𝑡𝑡2(3 − 2𝑡𝑡) + 𝑦𝑦′𝑖𝑖𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2

− 𝑦𝑦′𝑖𝑖+1𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡)𝑙𝑙𝑖𝑖 ,        

где 

𝑥𝑥′0 = 𝑥𝑥′𝑛𝑛 =
𝑙𝑙𝑛𝑛−1

𝑙𝑙0 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−1
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥0
𝑙𝑙0

+
𝑙𝑙0

𝑙𝑙0 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−1
𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛−1
𝑙𝑙𝑛𝑛−1

, 

𝑥𝑥′𝑖𝑖 = 𝜇𝜇𝑖𝑖
(𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)

𝑙𝑙𝑖𝑖
+ 𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖−1)
𝑙𝑙𝑖𝑖−1

, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1����������, 

𝑦𝑦′0 = 𝑦𝑦′𝑛𝑛 =
𝑙𝑙𝑛𝑛−1

𝑙𝑙0 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−1
𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦0
𝑙𝑙0

+
𝑙𝑙0

𝑙𝑙0 + 𝑙𝑙𝑛𝑛−1
𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛−1
𝑙𝑙𝑛𝑛−1

, 

𝑦𝑦′𝑖𝑖 = 𝜇𝜇𝑖𝑖
(𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖)

𝑙𝑙𝑖𝑖
+ 𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑖𝑖−1)
𝑙𝑙𝑖𝑖−1

, 𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛 − 1����������, 

    𝜇𝜇𝑖𝑖 =
𝑙𝑙𝑖𝑖−1

𝑙𝑙𝑖𝑖−1 + 𝑙𝑙𝑖𝑖
, 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 1 − 𝜇𝜇𝑖𝑖 . 

В формуле (1) 𝑡𝑡 = 𝑠𝑠−𝑠𝑠𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑖𝑖+1−𝑠𝑠𝑖𝑖

, следовательно, так как в знаменателе стоит длина 

хорды, соединяющей точки 𝑃𝑃𝑖𝑖 и 𝑃𝑃𝑖𝑖+1, параметр 𝑡𝑡 меняется в пределах от нуля 

до единицы. 
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Раскрыв скобки и приведя подобные в формуле (1), получим для 

функции, задающей кривую, параметрические уравнения в виде многочленов 

по степеням 𝑡𝑡. 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖𝑡𝑡3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖𝑡𝑡2 + 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 , 
(2) 

 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑖𝑖𝑡𝑡3 + 𝑏𝑏𝑦𝑦𝑖𝑖𝑡𝑡2 + 𝑐𝑐𝑦𝑦𝑖𝑖𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑖𝑖 , 

где  

       𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖 = −2𝑥𝑥𝑖𝑖 − 2𝑥𝑥𝑖𝑖+1 + 𝑥𝑥′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 − 𝑥𝑥′𝑖𝑖+1𝑙𝑙𝑖𝑖  

        𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖 = −𝑥𝑥𝑖𝑖 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 2𝑥𝑥′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 + 𝑥𝑥′𝑖𝑖+1𝑙𝑙𝑖𝑖 , 

     𝑐𝑐𝑥𝑥𝑖𝑖 = 2𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑥𝑥′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 ,    𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 

       𝑎𝑎𝑦𝑦𝑖𝑖 = −2𝑦𝑦𝑖𝑖 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + 𝑦𝑦′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 − 𝑦𝑦′𝑖𝑖+1𝑙𝑙𝑖𝑖  

        𝑏𝑏𝑦𝑦𝑖𝑖 = −𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 2𝑦𝑦′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 + 𝑦𝑦′𝑖𝑖+1𝑙𝑙𝑖𝑖 , 

       𝑐𝑐𝑦𝑦𝑖𝑖 = 2𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦′𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖 ,    𝑑𝑑𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑦𝑦𝑖𝑖 

Запишем полученную кубическую функцию в виде кривой Безье 

третьего порядка. 

  Параметрические уравнения плоской кривой Безье третьего порядка 

определяются четырьмя точками: точкой 𝑃𝑃𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖) — началом кривой, точкой 

𝑃𝑃𝑖𝑖+1 (𝑥𝑥𝑖𝑖+1, 𝑦𝑦𝑖𝑖+1) — концом кривой и ещё двумя точками 𝑃𝑃𝑖𝑖1 (𝑥𝑥𝑖𝑖1, 𝑦𝑦𝑖𝑖1), 

𝑃𝑃𝑖𝑖2 (𝑥𝑥𝑖𝑖2, 𝑦𝑦𝑖𝑖2), которые не лежат на кривой, а служат для определения её формы. 

  𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖(1 − 𝑡𝑡)3 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡) + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1𝑡𝑡3 
(3) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦𝑖𝑖(1 − 𝑡𝑡)3 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖2𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡) + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1𝑡𝑡3  

Таким образом, чтобы получить уравнения кривой в виде Безье 

требуется найти координаты точек 𝑃𝑃𝑖𝑖1 (𝑥𝑥𝑖𝑖1, 𝑦𝑦𝑖𝑖1) и 𝑃𝑃𝑖𝑖2 �𝑥𝑥𝑖𝑖2, 𝑦𝑦𝑖𝑖2�, которые лежат 

между точками 𝑃𝑃𝑖𝑖 и 𝑃𝑃𝑖𝑖+1. Для этого запишем уравнения (3) в виде многочленов 

по степеням 𝑡𝑡.  

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = (−𝑥𝑥𝑖𝑖 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1 − 3𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1)𝑡𝑡3 + (3𝑥𝑥𝑖𝑖 − 6𝑥𝑥𝑖𝑖1 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖2)𝑡𝑡2 + 
+(−3𝑥𝑥𝑖𝑖 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1)𝑡𝑡 + 𝑥𝑥𝑖𝑖   

(4) 
𝑦𝑦(𝑡𝑡) = (−𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 3𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1)𝑡𝑡3 + (3𝑦𝑦𝑖𝑖 − 6𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖2)𝑡𝑡2 + 

+(−3𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1)𝑡𝑡 + 𝑦𝑦𝑖𝑖    
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Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях в уравнениях 

(2) и (4), получим системы линейных алгебраических уравнений. 

�
−𝑥𝑥𝑖𝑖 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1 − 3𝑥𝑥𝑖𝑖2 + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖

3𝑥𝑥𝑖𝑖 − 6𝑥𝑥𝑖𝑖1 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖2 = 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖
−3𝑥𝑥𝑖𝑖 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1 = 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑖𝑖

(5) 

�
−𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 3𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1 = 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑖𝑖

3𝑦𝑦𝑖𝑖 − 6𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖2 = 𝑏𝑏𝑦𝑦𝑖𝑖
−3𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1 = 𝑐𝑐𝑦𝑦𝑖𝑖

(6) 

Решения систем (5) и (6) определяют координаты точек, которые 

необходимы для представления кривой в виде кривой Безье. 

𝑃𝑃𝑖𝑖1 �
1
3
𝑐𝑐𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖;  

1
3
𝑐𝑐𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑖𝑖� , 𝑃𝑃𝑖𝑖2 �

1
3
𝑏𝑏𝑥𝑥𝑖𝑖 +  

2
3
𝑐𝑐𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑖𝑖;  

1
3
𝑏𝑏𝑦𝑦𝑖𝑖 +  

2
3
𝑐𝑐𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑖𝑖� 

Вычисление площади плоской области, ограниченной сплайном Безье. 

 Рассмотрим некоторую плоскую область 𝐷𝐷, ограниченную сплайном 

Безье. Площадь 𝑺𝑺 этой области равна двойному интегралу от единицы по этой 

области. 

𝑺𝑺 = � 1
𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦  (7) 

Отметим, что граница области 𝐷𝐷 состоит из конечного числа кусочно-

гладких кривых. Применив к двойному интегралу (7) формулу Грина, получим 

формулу для вычисления площади через криволинейный интеграл второго 

рода по замкнутому контуру [13]. 

𝑺𝑺 =
1
2
� 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐿𝐿+

− 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥  (8) 

 С учетом свойства аддитивности криволинейного интеграла вычисление 

площади сводится к вычислению криволинейных интегралов по отдельным 

кривым Безье с последующим суммированием. 

Кривые Безье n-го порядка, из которых состоит сплайн, 

ограничивающий рассматриваемую область, — это параметрические кривые, 

задаваемые уравнениями  
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𝑅𝑅(𝑡𝑡) = �𝑃𝑃𝑘𝑘𝐵𝐵𝑘𝑘𝑛𝑛(𝑡𝑡),
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

  (9) 

где 𝑃𝑃𝑘𝑘 — опорные точки, определяющие положение и форму кривой, 𝐵𝐵𝑘𝑘𝑛𝑛(𝑡𝑡) — 

базисные полиномы Берштейна n-го порядка: 

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑡𝑡𝑘𝑘(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘 , 𝑡𝑡 ∈ [0, 1],   𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 =
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
− число сочетаний. 

 Расписав (9) в покоординатной форме, получим функции 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) в 

виде линейных комбинаций базисных полиномов Бернштейна. 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = �𝑥𝑥𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑡𝑡𝑘𝑘(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

(10) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = �𝑦𝑦𝑘𝑘𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘𝑡𝑡𝑘𝑘(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

 Так как кривая Безье задается параметрически, причем параметр 

меняется в пределах от нуля до единицы, вычисление интеграла (8) по каждой 

кривой Безье 𝐺𝐺,  определяющей границу области, сводится к вычислению 

обычного определенного интеграла с известными пределами интегрирования 

�𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐺𝐺

− 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥 = ��𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦′(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡. 

 Производные функций 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡), задаваемых формулами (10), также 

являются линейными комбинациями базисных полиномов Берштейна                            

(𝑛𝑛 − 1) −го порядка. 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦′(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡) — произведения линейных 

комбинаций базисных полиномов Берштейна, которые, в свою очередь, будут 

многочленами в форме Берштейна порядка (2𝑛𝑛 − 1). 

 Следовательно, вычисление определенного интеграла (8) сводится к 

вычислению нескольких интегралов вида 

�𝑡𝑡𝑘𝑘(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑑𝑑𝑡𝑡.
1

0

 (11) 
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 Для вычисления таких интегралов можно воспользоваться бета-

функцией 𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦), которая определяется аналогичным интегралом: 

𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = �𝑡𝑡𝑥𝑥−1(1 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦−1𝑑𝑑𝑡𝑡
1

0

. (12) 

 Потребовав, чтобы (𝑥𝑥 − 1) было равно 𝑘𝑘, а (𝑦𝑦 − 1) — (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘), 

соответственно 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 + 1, 𝑦𝑦 = 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1, получим: 

�𝑡𝑡𝑘𝑘
1

0

(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝐵𝐵(𝑘𝑘 + 1,𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1).                      (13) 

   
 Для вычисления значения 𝐵𝐵(𝑘𝑘 + 1,𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1) воспользуемся свойством, 

связывающим бета-функцию с гамма-функцией [13]. 

𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =
Г(𝑥𝑥)Г(𝑦𝑦)
Г(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)  (14) 

 Гамма-функция является обобщением факториала и для любого целого 

неотрицательного 𝑛𝑛 верно 

Г(𝑛𝑛 + 1) = 𝑛𝑛!                                                          (15) 

 Формулы (14) и (15) позволяют получить значение бета-функции в 
интересующей нас точке. 

𝐵𝐵(𝑘𝑘 + 1,𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1) =
Г(𝑘𝑘 + 1)Г(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

Г((𝑘𝑘 + 1) + (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1))
=
Г(𝑘𝑘 + 1)Г(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 + 1)

Г(𝑛𝑛 + 2)
= 

=
𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

(𝑛𝑛 + 1)!
=

1
(𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘  (16) 

 Осталось подставить найденное значение (16) в интеграл (13). 

�𝑡𝑡𝑘𝑘(1 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(𝑛𝑛 + 1)𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘

1

0

 (17) 

 Всё выше сказанное позволяет сделать вывод, что вычисление 

интегралов, входящих в формулу для вычисления площади, не требует 
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непосредственного интегрирования. И нахождение площади плоской области, 

ограниченной сплайном Безье, сводится к вычислению алгебраического 

выражения.  

Вычисление площади плоской области, ограниченной сплайном Безье 
третьего порядка. 

Рассмотрим более подробно случай, когда контур, ограничивающий 

плоскую область, аппроксимирован сплайном Безье третьего порядка. Для 

вычисления площади области, ограниченной таким контуром, требуется 

вычислить криволинейный интеграл второго рода. 

 Кривая Безье третьего порядка, приближающая часть контура между 

точками 𝑃𝑃𝑖𝑖 и 𝑃𝑃𝑖𝑖+1, определяется четырьмя опорными точками 𝑃𝑃𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖), 

 𝑃𝑃𝑖𝑖1(𝑥𝑥𝑖𝑖1,𝑦𝑦𝑖𝑖1), 𝑃𝑃𝑖𝑖2(𝑥𝑥𝑖𝑖2,𝑦𝑦𝑖𝑖2),  𝑃𝑃𝑖𝑖+1(𝑥𝑥𝑖𝑖+1,𝑦𝑦𝑖𝑖+1),  координаты средних точек 

 𝑃𝑃𝑖𝑖1(𝑥𝑥𝑖𝑖1,𝑦𝑦𝑖𝑖1) и 𝑃𝑃𝑖𝑖2(𝑥𝑥𝑖𝑖2,𝑦𝑦𝑖𝑖2) являются решениями систем (5) и (6). 

 Выпишем в явном виде параметрические уравнения кривой Безье 

третьего порядка, которые являются линейными комбинациями базисных 

полиномов Берштейна 3-го порядка. 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝑖𝑖(1 − 𝑡𝑡)3 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2 + 3𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡) + 𝑥𝑥𝑖𝑖+1𝑡𝑡3 

(18) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(1 − 𝑡𝑡)3 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)2 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖2𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡) + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1𝑡𝑡3,  

где 𝑡𝑡 ∈ [0, 1]. 

Продифференцировав соотношения в (18) по t, получим линейные 

комбинации базисных полиномов Берштейна 2-го порядка, то есть, отметим 

ещё раз, производная от кривой Безье также является кривой Безье, порядок 

которой на единицу меньше. 

𝑥𝑥′(𝑡𝑡) = 3((𝑥𝑥𝑖𝑖1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖)(1 − 𝑡𝑡)2 + 2(𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 𝑥𝑥𝑖𝑖1)𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡) + (𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖2)𝑡𝑡2) 

(19) 
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𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 3((𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖)(1 − 𝑡𝑡)2 + 2(𝑦𝑦𝑖𝑖2 − 𝑦𝑦𝑖𝑖1)𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡) + (𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑦𝑦𝑖𝑖2)𝑡𝑡2) 

Далее, с учетом формул (18) и (19) вычислим выражение 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦′(𝑡𝑡) −

𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡), которое тоже будет многочленом в форме Берштейна 5-ой степени.  

Подставим получившийся полином в интеграл (8).  

𝑺𝑺𝒊𝒊 = ��𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦′(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 = [𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑦𝑦𝑖𝑖]�(1 − 𝑡𝑡)5
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 

+[𝑥𝑥𝑖𝑖(2𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖1) − 𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑦𝑦𝑖𝑖 − 2𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑦𝑦𝑖𝑖]�𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)4
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 

+[𝑥𝑥𝑖𝑖(𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + 2𝑦𝑦𝑖𝑖2) + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑦𝑦𝑖𝑖2 − 𝑥𝑥𝑖𝑖2(2𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖1) − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1𝑦𝑦𝑖𝑖]�𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡)3
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 

+[𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + 𝑥𝑥𝑖𝑖1(2𝑦𝑦𝑖𝑖+1 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖2) − 3𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1(𝑦𝑦𝑖𝑖 + 2𝑦𝑦𝑖𝑖1)]�𝑡𝑡3(1 − 𝑡𝑡)2
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡

+ [2𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1(𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 2𝑦𝑦𝑖𝑖1)]�𝑡𝑡4(1 − 𝑡𝑡)
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 + 

+[𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑦𝑦𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1𝑦𝑦𝑖𝑖2]�𝑡𝑡5
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 (20) 

Для вычисления интегралов вида (11) при 𝑛𝑛 = 5, входящих в (20), 
воспользуемся формулой (16). 

�(1 − 𝑡𝑡)5
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶50
=

1
6

, �𝑡𝑡(1 − 𝑡𝑡)4
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶51
=

1
30

, 

�𝑡𝑡2(1 − 𝑡𝑡)3
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶52
=

1
60

, �𝑡𝑡3(1 − 𝑡𝑡)2
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶53
=

1
60

, 

�𝑡𝑡4(1 − 𝑡𝑡)
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶54
=

1
30

, �𝑡𝑡5
1

0

𝑑𝑑𝑡𝑡 =
1

(5 + 1)𝐶𝐶55
=

1
6
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Подставив значения интегралов в (19) и приведя подобные слагаемые, 

получим явную формулу для вычисления 𝑆𝑆𝑖𝑖. 

𝑺𝑺𝒊𝒊 =
1

10
(𝑥𝑥𝑖𝑖(6𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1) + 3𝑥𝑥𝑖𝑖1(−2𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖+1)

− 3𝑥𝑥𝑖𝑖2(𝑦𝑦𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖1 − 2𝑦𝑦𝑖𝑖+1) − 𝑥𝑥𝑖𝑖+1(𝑦𝑦𝑖𝑖 + 3𝑦𝑦𝑖𝑖1 + 6𝑦𝑦𝑖𝑖2)) 

Для того чтобы найти значение площади осталось просуммировать 

результаты, полученные для всех отрезков разбиения границы области. 

𝑺𝑺 = �
1
2
𝑺𝑺𝒊𝒊

𝒏𝒏

𝒊𝒊=𝟏𝟏

 

Заключение 

В работе рассмотрена задача нахождения площади некоторой плоской 

области на изображения. Предложен алгоритм для решения поставленной 

задачи, который основан на вычислении циркуляции по замкнутому контору. 

По точкам, лежащим на границе области, построен сплайн из кривых Безье, 

который аппроксимирует границу изображения.  

Благодаря явной функциональной зависимости, задающей границу, 

получена формула, позволяющая через координаты точек, определяющих 

кривые Безье на каждом участке, точно вычислить площадь, лежащую внутри 

контура.  
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