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Аннотация: В работе приведены результаты численных экспериментов по решению 

систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с разряжёнными матрицами методом 

LU-разложения, методом Якоби, методом Гаусса-Зейделя, модифицированным методом 

Гаусса-Зейделя и модифицированным методом Якоби с параметром релаксации  .  В 

ходе проведённых численных экспериментов по решению СЛАУ с тестовыми 

разряжёнными матрицами различной размерности с использованием пакета MATLAB было 

установлено, что наилучшие результаты по времени решения задачи были получены      

модифицированным методом Гаусса-Зейделя с параметром релаксации  =0,5 при 

заданной точности решений ε= 610 . В дальнейшем, данный метод был использован при 

расчёте интегральных характеристик функционирования распределённых систем 

обработки информации для различных практических приложений. 

Ключевые слова: распределенная система обработки информации, система линейных 

алгебраических уравнений, разряжённая матрица, LU-разложение, метод Якоби, метод 

Гаусса-Зейделя, параметр релаксации.   

 

 Как было показано в работах [1,2], при вычислении стационарных 

вероятностей состояний сетей массового обслуживания (СеМО), которые в 

дальнейшем используются для вычисления интегральных характеристик 

функционирования распределённых систем обработки информации (СОИ), 

необходимо решать системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

вида: 
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где m- количество обслуживающих центров СеМО; n- количество 

классов сообщений, циркулирующих в СеМО;  jsP r - вероятность того, что 

сообщение r-го класса, после обслуживания в j-ом центре попадёт на 

обслуживание в i-й центр.   При этом, число независимых уравнений в СЛАУ 

вида (1) на единицу меньше количества переменных (данные СЛАУ 
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являются линейно-зависимыми) и для нахождения их однозначного решения 

достаточно положить  ,nre
r

1,1
1

 [3].  

  С учётом того, что   ,nre
r

1,1
1

 ,  СЛАУ вида (1) можно переписать в 

виде:   
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     В свою очередь, СЛАУ вида (2) запишем в каноническом виде:  
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  Как видно из полученных соотношений, матрицами коэффициентов 

СЛАУ вида (3) являются матрицы переходных вероятностей 

( ) , ( , 1, , 1, ),jsP r j s m r n   которые, как показал практический опыт их 

конструирования [1,2] являются разряженными (состоят, в основном, из 

нулей,  а  ненулевые элементы в них расположены неравномерно).  Для 

решения такого рода СЛАУ, представляется целесообразным использование 

специальных численных методов решения систем с разряжёнными 

матрицами [4], таких, как метод квадратных корней (Халецкого), метод 

прогонки, LU-разложение, метод Гаусса-Зейделя, метод Якоби, метод 

последовательных приближений и т.д.  Кроме того, как было отмечено в 
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работе [4], эффективность использования данных численных методов также 

зависит от используемого формата хранения разряжённых матриц. Так, 

согласно [5], среди наиболее эффективных форматов их хранения можно 

выделить: координатный формат, разряжённый строчный формат (CSR – 

формат), разряжённый столбцовый формат (CSC – формат). 

     Для проверки эффективности решения СЛАУ вида (3) с разряжёнными 

матрицами, были выбраны [5,6]: LU-разложение, метод Якоби, метод Гаусса-

Зейделя. Так, в основе LU-разложения [5,6] лежит предположение о том, что 

матрица коэффициентов системы (3) может быть представлена в виде: 

                                       A(r) = L(r)U(r),                                                     (4)  

   где L(r) – нижнетреугольная матрица, U(r) – верхнетреугольная матрица с 

единицами на главной диагонали. Подставляя (4) в (3), получаем: 

berUrL )()(  .                                                       (5) 

Обозначим    zerU )(  (6). Подставляя (6) в (5), получаем:    

                                               bzrL )( .                                                               (7)                                          

Решая системы (6) и (7) одним из известных методов, например методом 

Жордана–Гаусса [5], получаем вектор e . 

       Для метода Якоби [7,8], решение СЛАУ вида (3), получается по формуле:  
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где k – номер текущей итерации, ms ,1 , nr ,1 . 

Согласно [7,8], каждое последующее приближение для СЛАУ вида (3), 

получаемое методом Гаусса-Зейделя, рассчитывается по формуле: 
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k – номер итерации, ms ,1 , nr ,1 . 
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Окончание итерационного процесса для обоих методов происходит при 

выполнении условия: 

                      ( 1) ( )( ) ( )k k

js jse r e r  ≤ ε, msj ,1,  , nr ,1 . 

Условие сходимости итерационного процесса по методу Гаусса-

Зейделя следует из теоремы [4], которая для СЛАУ вида (3) принимает 

следующий вид. 

Теорема.  Если для СЛАУ вида (3) выполнено хотя бы одно из трёх условий: 
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nr ,1 , то итерационный процесс по методу Гаусса-Зейделя  сходится к 

единственному решению. 

       Для сходимости же итерационного процесса по методу Якоби, 

достаточно, чтобы модули диагональных коэффициентов для каждого 

уравнения СЛАУ вида (3) были бы больше суммы модулей всех остальных 

коэффициентов, исключая свободные члены, т.е. выполняется условие вида 

[4]: 

                                   ( ) ( )jj js

i j

a r a r


 , msj ,1,  , nr ,1 . 

    Для ускорения сходимости итерационного процесса по данным методам 

был использован параметр релаксации ω (0<ω≤1), с учётом которого 

искомые формулы для решения СЛАУ (3) принимают вид:  

Для метода Гаусса-Зейделя: 
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 Для метода Якоби, соответственно: 
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  0<ω<1, ms ,1 , nr ,1 . 

Численные эксперименты по решению СЛАУ с представленными 

методами были проведены с использованием пакета MATLAB [9,10] Для 

проведения численных экспериментов были использованы тестовые 

разряжённые матрицы (коллекция университета Флориды (University of 

Florida Sparse Matrix Collection – cite.utf.edu/research/sparse/matrices/). 

Условия сходимости выбранных тестовых матриц для данных методов были 

выполнены. Для хранения разряжённых матриц были использованы три вида 

формата: координатный формат, разряжённый строчный формат (CSR-

формат), разряжённый столбцовый формат (CSC-формат). Результаты 

численных экспериментов по решению СЛАУ вида (3) с тестовыми 

разряжёнными матрицами приведены в таблицах 1-6. Так, в табл.1 приведено 

время решения СЛАУ методами: LU-разложения; Якоби; Якоби с 

параметром релаксации ω=0,6; Гаусса-Зейделя, методом Гаусса-Зейделя с 

параметром релаксации ω=0,5 Для всех методов была задана точность 

решения ε= 610 .   
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                                                                                                     Таблица 1                                                                                                         

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

Время решения СЛАУ,с 

LU-

разложение 

Метод 

Якоби 

Метод 

Якоби при 

ω =0,6 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

ω =0,5 

10×10 0,014 0,01 0,01 0,01 0,01 

30×30 1,14 0,65 0,33 0,37 0,31 

50×50        2,65       1,12 0,88 0,93 0,76 

70×70 4,52 3,35 2,12 2,56 1,87 

120×120 13,14 7,56 4,26 6,17 3,07 

Для выбора оптимального параметра релаксации ω в 

модифицированных методах Якоби и Гаусса-Зейделя, был проведён ряд 

численных экспериментов по решению СЛАУ с разряжёнными матрицами 

для ω∊[0,1;1] с шагом h=0,1. Результаты численных экспериментов 

приведены в табл.2-3. 

                                                                                                      Таблица 2 

                                                                                                               

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

Время решения СЛАУ методом Якоби с параметром 

релаксации ω , с 

 

 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

10×10 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 

30×30 0,15 0,17 0,14 0,13 0,12 0,33 0,15 0,28 0,77 

50×50 0,62 0,48 0,40 0,37 0,34 0,88 0,47 0,68 1,34 

70×70 2,23 2,03 1,87 1,23 1,00 2,12 1,34 2,18 3,63 

120×120 14,77 14,08 11,56 7,45 4,67 4,26 3,47 5,78 9,25 
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                                                                                                    Таблица 3 

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

Время решения СЛАУ методом Гаусса-Зейделя с 

параметром релаксации ω , с 

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

10×10 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,03 0,02 0,02 

30×30 0,22 0,32 0,19 0,17 0,31 0,38 0,14 0,37 0,74 

50×50 053 0,65 0,78 0,97 0,76 0,31 0,65 0,96 1,43 

70×70 2,68 2,77 2,48 1,49 1,87 0,56 1,86 2,87 4,00 

120×120 15,11 15,02 16,56 8,44 3,07 4,40 4,94 5,86 8,95 

Анализ полученных результатов показал, что наилучшие результаты по 

времени решения СЛАУ были получены: для модифицированного метода 

Якоби при ω=0,6; для модифицированного метода Гаусса-Зейделя при   ω=0,5 

(при заданной точности решения ε= 610 ). В табл.4-6 приведены показатели 

зависимости между размерностью разряжённых матриц, используемых при 

решении СЛАУ вида (3) и количеством выделяемой памяти при 

использовании различных форматов их хранения.                                                                                                                                                                                                                      

                                                                                                    Таблица 4 

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

Координатный формат (МГб) 

LU-

разложение 

Метод 

Якоби 

Метод 

Якоби при 

ω =0,6 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

ω =0,5 

10×10 1,19 1,18 0,18 1,19 0,18 

30×30 3,16 3,17 3,19 3,27 3,31 

50×50        7,67       5,34 5,42 5,41 5,76 

70×70 38,70 31,87 31,87 32,07 32,23 

120×120 64,23 48,22 48,36 48,45 48,57 
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                                                                                                     Таблица 5 

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

CSR – формат (МГб) 

LU-

разложение 

Метод 

Якоби 

Метод 

Якоби при 

ω =0,6 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

ω =0,5 

10×10 1,18 1,18 0,17 1,17 0,17 

30×30 3,14 3,08 3,19 3,47 3,32 

50×50        7,57       6,31 4,87 5,76 5,21 

70×70 34,70 30,87 29,87 34,07 30,20 

120×1200 57,23 46,11 44,21 46,45 44,33 

                                                                                               

                                                                                                      Таблица 6 

Размерность 

матрицы 

коэф-ов 

CSC – формат (МГб) 

LU-

разложение 

Метод 

Якоби 

Метод 

Якоби при 

ω =0,6 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

 

Метод 

Гаусса-

Зейделя    

ω =0,5 

10×10 1,18 1,21 1,22 1,19 1,21 

30×30 4,14 4,04 4,11 4,47 4,22 

50×50        8,34       7,12 7,88 7,76 6,91 

70×70 44,72 42,18 32,87 35,33 32,20 

120×120 66,03 57,14 45,06 49,39 58,95 

                                              

                                             В ы в о д ы  

1. Начиная с размерности разряжённых матриц 30×30, 

итерационные методы решения СЛАУ (метод Якоби, модифицированный 

метод Якоби, метод Гаусса-Зейделя, модифицированный метод Гаусса-
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Зейделя) используют меньше времени и памяти ЭВМ, чем точный метод на 

основе LU-разложения. 

2. Наиболее эффективной схемой хранения разряжённых матриц 

при решении СЛАУ вида (3) размерности (10×10,…,120×120) оказался 

разряжённый строчный формат (CSR– формат). 

3. Наилучшие результаты по хранению разряжённых матриц (CSR– 

формат) при решении СЛАУ вида (3) размерности (10×10,…,120×120) были 

получены для модифицированного метода Якоби с параметром релаксации 

ω=0,6. 

4. Полученные результаты численных экспериментов позволяют 

утверждать, что точный метод решения СЛАУ на основе LU – разложения 

требует больших затрат памяти на хранение разряжённых матриц, а кроме 

того, можно заметить, что с ростом размерности разряжённых матриц время 

на их «упаковку» также растёт. 

5. На основе полученных результатов численных экспериментов 

можно также заключить, что наиболее эффективным методом решения 

СЛАУ с разряжёнными матрицами размерности (10×10,…,120×120) по 

времени решения – является модифицированный метод Гаусса-Зейделя  с 

параметром релаксации ω=0,5 (при этом можно также заметить, что затраты 

памяти на хранение разряжённых матриц для данного метода являются 

«соизмеримыми» с затратами памяти для модифицированного метода  Якоби 

с параметром релаксации ω=0,6). 

6. В дальнейшем,  модифицированный метод Гаусса-Зейделя с 

параметром релаксации ω=0,5 с разряжённым строчным форматом хранения  

матриц, был использован авторами для решения задачи оптимального 

размещения информационных ресурсов коллективного пользования 

(фрагментов распределённой базы данных – РБД)  по узлам распределённой 

СОИ по критерию минимума среднего времени реакции системы на запросы 
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пользователей: 1) при создании программного модуля  планирования 

космических полётов на МКС для ПАО «РКК «Энергия» г. Королёв; 2) при 

модернизации автоматизированной информационной системы на  АО 

«Каменскволокно» г.Каменск-Шахтинский (для более рациональной 

организации вычислительного процесса и для обеспечения требуемых 

показателей её эффективности); 3) при создании распределённой 

корпоративной информационной системы санатория «Россиянка» г. Анапа 

(для получения основных интегральных характеристик разрабатываемой  

системы на этапе её проектирования – требуемой реактивности и 

надёжности). 
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