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О робастности оценки времени релаксации 
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Аннотация: Рассмотрен процесс релаксации волокнистого материала после того, как за-

вершается воздействие нагрузки на него. Построена простая регрессионная модель про-

цесса релаксации в виде суммы экспоненциальных функций, достаточно точно описы-

вающая экспериментальные данные для этого процесса. Показано, что оптимальными яв-

ляются два слагаемых в этой сумме. Определено, что оценки времени релаксации являют-

ся робастными по отношению к распределениям параметров. Построенные модели релак-

сации дают возможность оценить величину остаточной относительной деформации, соот-

ветствующей пластической деформации материала. 
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Под релаксацией понимают процесс восстановления начального, неде-

формированного состояния материала после прекращения воздействия на не-

го нагрузки [1, 2]. Динамика этого процесса описывается некоторой моно-

тонно убывающей функцией ε ( t ). В этой функции ε - величина относитель-

ной деформации материала к моменту времени t после снятия нагрузки [3, 4]. 

Простейшей моделью функции релаксации является экспоненциальная 

функция  ε  = ε0 exp ( - s∙t ) [1, 4]. Параметр ε0 равен относительной деформа-

ции материала в момент прекращения действия нагрузки. Параметр s опреде-

ляет скорость деформации. Обратная величина  T0 = 1 / s  является основной 

характеристикой процесса - временем релаксации [5,6]. Процесс релаксации 

считают завершившимся, если ε <= 0.01 ε0. Для экспоненциальной модели 

получаем время релаксации  Tr = T0 ln100 ≈ 4.6 T0.  В этой модели время ре-

лаксации прямо пропорционально  T0. 

Заметим, что в измеряемых на опыте значениях величины относитель-

ной деформации всегда присутствует остаточная деформация εp, которая яв-

ляется результатом необратимой, пластической деформации материала под 

действием нагрузки [7, 8]. При анализе процесса релаксации из общей вели-
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чины относительной деформации вычитают пластическую составляющую и 

исследуют только разность εr = ε – εp. 

Для большинства материалов экспоненциальная функция релаксации 

не адекватна наблюдаемым в эксперименте результатам измерений кривой 

релаксации. Как правило, это объясняется сложной структурой материала, 

которая содержит составляющие его компоненты, имеющие разные скорости 

релаксации [2, 5, 9]. Для разных составляющих материала значения парамет-

ра T0 отличаются друг от друга. Значение Tr материала будет зависеть от зна-

чения T0 для компонента и его доли в материале. Поэтому, в качестве более 

подходящей модели функции релаксации, выбирают сумму убывающих экс-

понент 

   



N

k
kkp tst

1

exp                                (1) 

Значения  Tk = 1 / sk  образуют спектр времен релаксации отдельных 

слагаемых. Результатом экспериментов с волокнистым материалом являются 

двумерные массивы  D = { t (j), ε (j) | j = 1, …, n }. Для адекватного описания 

этих результатов обычно бывает достаточно двух слагаемых в сумме (1). 

Адекватную оценку параметров εk и sk получают численными методами по-

иска по критерию наименьших квадратов или другому, более робастному 

критерию [9, 10]. 

На рис.1 приведены результаты релаксационного эксперимента (массив 

данных D показан маркерами, n = 1797 отсчетов) с образцом войлока и кри-

вые модельных зависимостей (1) с N = 1 и 2, параметры которых оценены по 

этим данным методом наименьших квадратов: 

ε1(t) = 0.0627 + 0,0109∙exp ( − 0.0064 t ),      R
2 
= 0.768,     (2) 

ε2(t) = 0,0614 + 0.0194∙exp ( − 0.088 t ) +  
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+ 0.00632∙exp ( − 0.00165 t ),                    R
2 
= 0.961,  (3) 
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Рис. 1. - Данные: tsec02st, ex02 – 1794 samples 

Квадрат коэффициента детерминации R
2
 показывает качество подбора 

регрессионной модели. Модель 1 (регрессия (2)) не адекватна данным D. Мо-

дель 2 (регрессия (3)) адекватна экспериментальным данным с высоким зна-

чением R
2
. Модели по формуле (1) с N > 2 не увеличивают качества регрес-

сии: новые слагаемые оказываются незначимыми. Модели (1) и (2) содержат 

практически одинаковую постоянную составляющую ~ 0.062, которая ассо-

циируется с пластической составляющей деформации. 

Обратим внимание на огромную, более, чем в 50 раз, разницу парамет-

ров s1 = 0,0880 и s2 = 0.00165 у модели 2. Именно это различие позволило 

учесть в компактном виде двухкомпонентной модели наблюдаемое в экспе-

рименте быстрое убывание относительной эластической деформации на на-

чальном отрезке времени после снятия нагрузки и весьма медленное убыва-

ние эластической деформации в течение длительного срока на завершающем 

этапе эксперимента [11,12]. Первое слагаемое с экспоненциальной функцией 
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в модели 2 уточняет наблюдаемое в эксперименте стремительное уменьше-

ние εr в самом начале процесса релаксации.  

В таблице №1 приведены точечные и интервальные оценки для коэф-

фициентов регрессии – параметров модели 2 для доверительной вероятности 

0.95. 

Таблица № 1 

Точечные и интервальные оценки параметров модели 2 

Параметр Точечная 

оценка 

Интервальная 

оценка 

Относительная точность 

оценки, % 

εp 0.06124 (0.0613, 0.0615) 0.33 

ε1 0.0194 (0.0190, 0.0198) 4.12 

ε2 0.00632 (0.0062, 0.0064) 3.16 

s1 0.0888 (0.0853, 0.0924) 8.00 

s2 0.00165 (0.00157, 0.00173) 9.70 

 

Отмеченное большое различие между оценками s1 и s2 имеет и свою 

негативную сторону: абсолютная точность этих оценок различна, что сказы-

вается на точности оценки времени релаксации материала Tr, которую полу-

чаем, как решение уравнения: 

  0.01 (0)r rTr     или        
1

exp 0.01 0
N

p k k

k

Tr s Tr


               (4) 

Аналитически трансцендентное уравнение (4) может быть решено 

лишь приближенно заменой экспонент их разложением в степенной ряд до 

2-й степени включительно. Получаемые таким образом решения квадратного 

уравнения дают громоздкое выражение для Td через параметры модели. 

Исследование чувствительности приближенного решения к вариациям 

параметров приходится выполнять численным методом. Поэтому 

целесообразно сразу решать уравнение (4) численно, с использованием мето-

да Монте-Карло и одновременно с анализом чувствительности решения к 

случайным вариациям параметров [9, 10]. 
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Алгоритм анализа включает следующие шаги: 1) генерация случайных 

значений параметров модели с учетом их точечных и интервальных оценок 

(таблица №1); 2) численное решение уравнения (4) для сгенерированных зна-

чений параметров средствами системы Matlab; 3) сохранение решения в на-

копительном массиве решений; 4) повторение пп.1 – 3 до накопления масси-

ва решений достаточного объема; 5) вычисление оценки Tr: ее гистограммы, 

среднего TrSr, медианы TrMe, среднеквадратического отклонения STr, ин-

тердецильного размаха WdTr, доверительного интервала для среднего ( LTr, 

UTr ). 

На рис. 2 показаны гистограммы значений Tr, полученные с помощью 

этого алгоритма. Случайные значения параметров для одной выборки значе-

ний Tr распределены равномерно, для второй выборки – по нормальному за-

кону со средними значениями, равными точечным оценкам (таблица №1) и 

одинаковым для всех параметров коэффициентом вариации CV = 10%. Объем 

каждого накопленного массива Tr составил 100000 значений. 

На рисунке видно, что при равномерном распределении вариаций 

параметров форма распределения времени релаксации далека от «типовых» 

модельных распределений. При нормальном распределении вариаций 

распределение времени релаксации близко по форме к нормальному закону, 

но имеет заметную положительную асимметрию. Большие объемы данных 

позволяют считать оценки распределений достаточно точными – их нижняя и 

верхняя интервальные оценки при доверительной вероятности 0.95 

практически совпадают с точечными оценками. 

В таблице №2 приведены значения оценок числовых характеристик 

распределений Tr. Оценки одноименных числовых характеристик практиче-

ски одинаковы у обоих распределений. 
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Рис. 2. - Оценки распределения времени релаксации при равномерном  

и нормальном законах распределения вариаций параметров модели 2. 

Интервальные оценки математического ожидания показывают хоро-

шую точность оценивания для обоих распределений. 

Таблица № 2 

Точечные и интервальные оценки времени релаксации Tr по модели 2 

Оценка Равномерное рас-

пределение пара-

метров 

Нормальное распреде-

ление параметров 

Среднее, TrSr 273.19 273.53 

Доверительные пределы 

( LTr, UTr ) 

(273.00,  273.37) (273.34,  273.72) 

Медиана, TrMe 270.32 270.77 

Среднеквадратическое откло-

нение, STr 

29.893 30.602 

Коэффициент вариации, CVTr 10.94% 11.19% 

Интердецильный размах, WdTr 79.65 76.67 
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Коэффициенты вариации рассчитанных по модели оценок времени ре-

лаксации практически одинаковы с коэффициентом вариации параметров 

модели 2 релаксации.  

Выводы 

1. Несмотря на сложные физические явления, приводящие и сопутст-

вующие процессу релаксации волокнистых материалов, экспериментально 

получаемые данные на продолжительных интервалах этого процесса доста-

точно точно описываются простыми экспоненциальными моделями с малым 

числом слагаемых и коэффициентов регрессии. 

2. Методом Монте-Карло показано, что оценки времени релаксации 

по полученной модели являются робастными по отношению к распределени-

ям параметров и одного порядка по точности с оценками параметров модели. 

3. Рассмотренные экспоненциальные модели позволяют оценить не 

только параметры процесса релаксации, но и величину остаточной относи-

тельной деформации, соответствующей пластической деформации материа-

ла. 
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