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Аннотация: При создании модели нелинейной электротехнической системы на основе 

дифференциальных уравнений важно иметь в виду, что обычное дифференцирование не 

дает адекватного математического представления о протекающих нелинейных физических 

процессах. Даже в простейшем случае проводника с током, построение адекватной модели 

оказывается возможным, только если применить тензорный подход. С такой точки зрения, 

любая электротехническая система является объектом тензорной методологии. Типичным 

примером нелинейной электротехнической системы является электромагнитный привод 

переменного тока. Нелинейный характер процессов в таких устройствах обусловлен 

рядом причин. Основными причинами являются: вытеснение тока в обмотке 

электромагнитного привода переменного тока и насыщение стали магнитопровода в 

процессе намагничивания. Оба явления допускают тензорное описание, что 

подтверждается исследованиями, приведенными в статье. 
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Чтобы учесть эффект вытеснения тока, каждую катушку представим в 

виде n тонких проводников [1, 2]. В результате эффекта вытеснения тока 

величина и фаза тока в разных тонких проводниках будет различной. В тех 

тонких проводниках, которые расположены ближе к поверхности исходной 

катушки, величина тока будет больше [3]. В тонких проводниках, 

расположенных ближе к середине, - меньше. При этом чем больше будет 

число n, тем меньше будет эффект вытеснения тока в каждом отдельном 

тонком проводнике. С учетом вышесказанного, рассмотрим 

электромагнитный привод переменного тока как электротехническую 

систему, содержащую n взаимосвязанных электромагнитных контуров [4]. 

Пусть комплексное сопротивление k-той ветви Zkk(s) (k 1, 2, ..., n) такой 

системы определяется, как: 

1
( )

kk kk kk

kk

Z s R sL
sC

   , 
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где s - комплексная переменная, Rkk - активное сопротивление k-той ветви, Lkk 

- собственная индуктивность k-той ветви, Ckk - собственная емкость k-той 

ветви. 

Между собственными индуктивностями ветвей Lkk, где k = 1, 2, …, n, 

могут быть электромагнитные связи. Эти связи определяются взаимными 

индуктивностями Lik (i  k). Также в каждой ветви имеется источник 

напряжения. Обозначим напряжение в k -той ветви через uk. 

Система дифференциальных уравнений баланса напряжений [5], 

описывающая переходные процессы имеет следующий вид: 

'1

11 1 1 1

11

ψ 1d
R i i dt u

dt C
   , 

'2

22 2 2 2

22

ψ 1d
R i i dt u

dt C
   , 

…………………………. 

'ψ 1
n

nn n n n

nn

d
R i i dt u

dt C
   , 

где 1,2, ... ,n - потокосцепления, i1, i2, ... , in - токи ветвей, 
'

11
R , 

'

22
R  , ... , 

'

nn
R  - коэффициенты, которые численно равны активным сопротивлениям, 

определяемым на постоянном токе, C11, C22 , ..., Cnn - емкости в ветвях.  

Такая система уравнений может иметь достаточно высокий порядок, 

который зависит от количества контуров нелинейной электромеханической 

системы. 

В эту систему входят параметры 
'

11
R , 

'

22
R  , ..., 

'

nn
R , которые можно 

поставить в зависимость от режима работы, моделируя тем самым, например, 

эффект вытеснения тока на высоких частотах. Но следует всегда иметь в 

виду, что активные сопротивления 
11

R , 
22

R  , ..., 
nn

R , определяются только на 

постоянном токе и являются величинами постоянными. Поэтому если 

коэффициенты поставить в зависимость от каких-либо переменных, то такую 
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систему уравнений нельзя считать адекватной математической моделью. 

Неадекватность такой модели разъясняется далее по тексту. 

 Рассмотренная система уравнений может быть записана в более 

компактном виде:  

' 1k ii

ik i

ii

d
R i i dt u

dt C


   , 

в которой индекс i меняет свои значения от 1 до n . Величины 
'

ik
R , входящие в 

это уравнение, можно представить в виде следующей таблицы: 

'

'

'

'

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ...

ik

ik

ik

ik

R

R
R

R



 
 
 
 
 
 

. 

Если ik и i - векторы по определению, то 
'

ik
R  - тензор (объект, линейно 

преобразующий элементы i - ого линейного пространства в (i+1) - ое) ранга 2 

(согласно обратному тензорному признаку). 

Однако, производные: 

i
d

dt


  (i = 1, 2, … , n), 

не являются компонентами тензора 
'

ik
R . Поэтому уравнение: 

'ψ 1k ii

ik i

ii

d
R i i dt u

dt C
   ,    (1) 

тензорным не является. Следовательно, это уравнение неадекватно описывает 

процессы в электромагнитных приводах переменного тока, потому что в 

рассмотренной системе не учитываются процессы, связанные с вытеснением 

тока. В результате математическая модель оказывается линейной и потому 

приближенной. 

Система уравнений связи потокосцеплений и токов также может быть 

представлена в тензорной форме [6]. Связь потокосцепления каждого контура 
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со всеми токами устанавливается уравнением вида: 

1 2

11 12 1
ψ ...

n

n
L i L i L i    . 

В зависимости от режима работы электромагнитного привода величина 

индуктивностей может изменяться в широких пределах [7]. Выражение для 

индуктивности имеет вид: 

2

0
μ μN S

L
l

 , 

где N – число витков обмотки, S – площадь поперечного сечения 

магнитопровода, µ - относительная магнитная проницаемость, µ0 – магнитная 

постоянная, l – длина обмотки. 

Каждая индуктивность в общем случае является функцией всех токов: 

1 2
( , ,..., )

n

ik ik
L L i i i  (i, k = 1, 2, … , n). 

Таким образом, возникает нелинейная по параметрам, система 

уравнений связи потокосцеплений и токов [8]: 

1 2

1 11 12 1
ψ ...

n

n
L i L i L i    ; 

1 2

2 21 22 2
ψ ...

n

n
L i L i L i    ; 

………………………….. 

1 2

1 2
ψ ...

n

n n n nn
L i L i L i    , 

которая в тензорной форме имеет вид: 

1

ψ
k n

k k

i ik ik

k

L i L i




   (i = 1, 2, … , n). 

Последнее уравнение действительно является тензорным (в 

соответствии с обратным тензорным признаком), так как 
i
 и i

k
 - компоненты 

абсолютных векторов по определению. Поэтому: 

1 2
( , ,..., )

n

ik ik
L L i i i - тензор ранга 2. 

Можно предположить, что уравнение баланса напряжений в 

электромагнитных приводах переменного тока (1) может быть представлена в 
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тензорной форме, то есть в форме, инвариантной к преобразованию 

координат. Такой моделью является уравнение: 

'ψ 1
ψ

j

k k ii

ij k ik i

ii

d dx
R i i dt u

dt dt C
    , 

в котором слагаемое: 

ψ

j

k

ij k

dx

dt
 , 

учитывает эффект вытеснения тока. 

В результате адекватной математической моделью может являться 

следующая система тензорных уравнений: 

'ψ 1
ψ

j

k k ii

ij k ik i

ii

d dx
R i i dt u

dt dt C
    , 

1

ψ
k n

k k

i ik ik

k

L i L i




   (i = 1, 2, … , n). 

 

Полученная тензорная модель (2) позволяет адекватно описать 

нелинейные процессы, возникающие в электромагнитном приводе 

переменного тока [9, 10], за счет учета эффектов вытеснения тока в обмотке 

электромагнитного привода переменного тока и насыщения стали 

магнитопровода в процессе намагничивания. 
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