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Аннотация: В статье рассмотрена методика моделирования химических процессов в 
растворе для ячейки идеального смешения в динамических условиях. Если реакция 
протекает в жидкой фазе без изменения объема реакционной смеси, то систему уравнений 
накопления и расходования веществ можно выразить через изменение концентрации. 
Решение системы уравнений динамики позволяет найти концентрации веществ в растворе 
во время переходного процесса, в конце которого установится новое стационарное 
состояние при отсутствии внешних воздействий. В качестве модели была предложена 
система дифференциальных уравнений расходования и накопления веществ в ячейке. 
Выполнено решение модели в системе MathCAD методами Рунге–Кутта с помощью 
стандартных функций. В связи с тем, что определение показателей потоков в ячейке 
дискретно, а изменение протекает плавно, интегрирование масс веществ проводили через 
дискретные интервалы времени. Для этого применили один из методов численного 
интегрирования – метод Симпсона. Сравнение балансов потоков между собой и с 
реальными физическими потоками на моделируемых объектах, позволяет своевременно 
определить и скорректировать ошибку, и адаптировать модель к динамически 
изменяющимся условия проведения процесса. Полученные результаты могут быть 
использованы для моделирования и анализа процессов, сопровождающихся химическими 
реакциями в растворах в динамических условиях. 
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, ячейка идеального смешения, 
динамика, модель, материальный баланс, состояние равновесия, нестационарный процесс. 
 

Цель работы заключается в разработке методики оценки отклонений в 

расчетах материального баланса, определяемых при решении 

дифференциальных уравнений и интегрировании количества вещества в 

поступающем, накапливающемся и уходящем потоках для технологического 

аппарата идеального смешения. 

При определении кинетических параметров возможна погрешность, так 

как реальные процессы подвержены разнообразным стохастическим 

воздействиям. В заданном процессе дифференциальные уравнения 

определяются по начальным условиям, исходя, из чего и возникает задача в 
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выявлении этой погрешности. При помощи наблюдений была внесена 

необходимая коррекция в расчет материального баланса.  

Если процессы в ячейке идеального смешения нестационарны, то 

происходит накопление или расходование веществ в объеме ячейки, поэтому  

уравнения: ,  ,   преобразуются к 

следующему виду: 

       (1) 

       (2) 

где:  – поток накопления и расходования вещества X в объеме ячейки V. 

,  - потоки веществ А и В, поступающие в элементарную ячейку 

 - поток вещества на выходе из элементарной ячейки.  

 Если реакция  протекает в жидкой фазе без 

изменения объема реакционной смеси, то систему уравнений накопления и 

расходования веществ можно выразить через изменение концентрации в 

следующем виде: 

       (4) 

       (5) 

        (6) 

 Где    СА, СВ – концентрации соответствующих веществ, 

                   КС- константа скорости реакции, 

                   τ - время. 

Решение системы уравнений динамики (1-6) позволяет найти 

концентрации веществ в растворе во время переходного процесса, в конце 
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которого установится новое стационарное состояние при отсутствии 

внешних воздействий.  

 На рисунке 1 приведена иллюстрация переходного процесса для таких 

стационарных состояний. 

 
 Рис. 1. – Изменение концентраций веществ в растворе в результате 

переходного процесса, вызванного начальным неустойчивым состоянием 

системы. Стационарные условия устанавливаются в правой части графиков, 

при значениях: CA=0,037  CB=0,017   CS=0,063. 

 Новые стационарные концентрации в установившемся устойчивом 

состоянии равны тем, которые получены в примере 1. Это означает, что 

метод решения дифференциальных уравнений (5,6) правильный и позволяет  

получить адекватные значения концентраций на выходе из элементарной 

ячейки в любой момент времени. Ниже приведено решение уравнений 

динамики в MathCAD [1-4]. 

Например, решение динамического уравнения материального баланса в 

ячейке идеального смешения для простой реакции второго порядка в 

растворе. 

 

Решение динамического балансового уравнения в ячейке идеального 

смешения для простой реакции второго порядка в растворе: 
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KC 1:=  CA0 0.1:= CB0 0.08:=  

V 1:=  
XA1 0.1:=  

v 0.01:=  

j 0 100..:=  
FA0 v CA0⋅:=  

tj j 600⋅:=  

rA a b, ( ) KC− a⋅ b⋅:=  

C0

CA0 1 XA1−( )⋅

CB0 CA0 XA1−

CA0 XA1⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

:=  

C0

0.09

0.07

0.01

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

=  

t1

0

0

100

0.1

⎛⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞⎟
⎟
⎟
⎟⎠

:=  

dif t a, ( )

v
V

− a0 CA0−( )⋅ rA a0 a1, ( )+

v
V

− a1 CB0−( )⋅ rA a0 a1, ( )+

v
V

− a2⋅ rA a0 a1, ( )−

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

:=  

z Rkadapt C0 t11, t12, 100, dif, ( ):=  

 
tau

CA

CB

CS

⎛⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞⎟
⎟
⎟
⎟⎠

zT( ) 100〈 〉
100

0.037

0.017

0.063

⎛⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞⎟
⎟
⎟
⎟⎠

=:=  

Для проверки правильности работы модели, необходимо постоянно 

пересчитывать материальные балансы веществ, поступающих в ячейку и 

удаляемых из нее [5-8]. Сравнение балансов потоков между собой и с 
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реальными физическими потоками на моделируемых объектах, позволит 

своевременно определить и скорректировать ошибку, и адаптировать модель  

к динамически изменяющимся условия проведения процесса [10]. Ниже 

приведено уравнение материального баланса для веществ, проходящих через 

ячейку. 

  

   +    (7) 

где: – скорость накопления и расходования веществ внутри ячейки,  

М Ј– массы веществ, 

С – концентрации соответствующих веществ, 

V – объем раствора в элементарной ячейке, 

L– количество интервалов по времени. 

В связи с тем, что определение показателей потоков в ячейке 

дискретно, а изменение протекает достаточно плавно, удобно проводить 

интегрирование масс веществ через дискретные интервалы времени [11]. Для 

этого применим один из методов численного интегрирования – метод 

Симпсона: 

  (8) 

Е – верхняя граница интервала интегрирования; 

А – нижняя граница интервала интегрирования. 

Левую часть уравнения (8) легко рассчитать при стационарном потоке 

на входе в ячейку за определенный интервал времени : 

     (9) 
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 Слагаемые правой части уравнения (8) рассчитываем по формуле (9). 

Для расчета необходимо выбрать данные из массива концентраций, 

соответствующие заданному интервалу времени: 

         (10) 

и рассчитать приближенные значения производных по  концентрациям с 

помощью итерационной формулы: 

        (11) 

 Результаты расчета уравнений материального баланса для массива 

данных из примера 2, приведены ниже в программе MathCAD: 

Например, расчет материального баланса за время Δτ по формуле Симпсона 
wj v:=  τ0 5000:=  τL 35000:=  

M0 36:=  M1 40:=  M2 76:=  

CIn0
CA0:=  CIn1

CB0:=  

a) переопределяем массив данных в заданном временном интервале 
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Tau_Arr i N 1−←

i i 1−←

ti τL>while

j 0←

i i 1−←

arrj 0, ti←

arrj 1, wi←

arrj 2 l+, zi 1 l+, ←

l 0 2..∈for

j j 1+←

i i 1−←

arrj k+ 0, ti k− 1+←

arrj k+ 1, wi k− 1+←

arrj k+ 2 l+, zi k− 1+ 1 l+, ←

l 0 2..∈for

k 0 1..∈for

j j 2+←

i i 2−←

ti τ0>while

arr

:=  

 

NT length Tau_Arr 0〈 〉( ) 49=:=  

b) рассчитываем количество входящих веществ 

ΔTau Tau_Arr0 0, Tau_ArrNT 1− 0, − 2.82 104
×=:=  

i 0 1..:=  
Mass Ini

v Mi⋅ CIni
⋅ ΔTau⋅:=  

Mass Ini
31.015·10

902.4

=  

min
i

Mass Ini∑ 1.918 103
×=:=  

c) рассчитываем количество выходящих веществ 
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     n
NT 1−

2
:=  

j 0 2..:=  

Mass Out a
Tau_Arr0 0, Tau_ArrNT 1− 0, −

6 n⋅
←

sumi Tau_Arr0 2 i+, Tau_ArrNT 1− 2 i+, +←

sumi sumi 4

1

n

j

Tau_Arr2 j⋅ 1− 2 i+, ∑
=

⋅+←

sumi sumi 2

1

n 1−

j

Tau_Arr2 j⋅ 2 i+, ∑
=

+←

sumi sumi Mi⋅ v⋅ a⋅←

i 0 2..∈for

sum

:=  

Mass Out

431.115

253.416

1.233 103
×

⎛⎜
⎜
⎜
⎝

⎞⎟
⎟
⎟
⎠

=  

mout
j

Mass Outj∑ 1.918 103
×=:=  

d) рассчитываем количество накапливаемых в ячейке веществ 
ΔCv

dj i, 

Tau_Arrj 1− 2 i+, Tau_Arrj 2 i+, −

Tau_Arrj 1− 0, Tau_Arrj 0, −
←

j 1 NT 1−..∈for

d0 i, d1 i, ←

i 0 2..∈for

d

:=  
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ΔCv

0 1 2

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 0 0
0 0 0
-8-8.513·10 -8-8.513·10 -88.513·10
-8-9.09·10 -8-9.09·10 -89.09·10
-8-9.708·10 -8-9.708·10 -89.708·10
-7-1.037·10 -7-1.037·10 -71.037·10
-7-1.108·10 -7-1.108·10 -71.108·10
-7-1.183·10 -7-1.183·10 -71.183·10
-7-1.265·10 -7-1.265·10 -71.265·10
-7-1.351·10 -7-1.351·10 -71.351·10
-7-1.444·10 -7-1.444·10 -71.444·10
-7-1.544·10 -7-1.544·10 -71.544·10
-7-1.651·10 -7-1.651·10 -71.651·10
-7-1.766·10 -7-1.766·10 -71.766·10
-7-1.889·10 -7-1.889·10 -71.889·10
-7-2.021·10 -7-2.021·10 ...

=  

 

Mass V a
Tau_Arr0 0, Tau_ArrNT 1− 0, −

6 n⋅
←

sumi ΔCv 0 i, ΔCv NT 1− i, +←

sumi sumi 4

1

n

j

ΔCv 2 j⋅ 1− i, ∑
=

⋅+←

sumi sumi 2

1

n 1−

j

ΔCv 2 j⋅ i, ∑
=

+←

sumi sumi Mi⋅ V⋅ a⋅←

i 0 2..∈for

sum

:=  

Mass V

0.652−

0.724−

1.376

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

=  

mV
j

Mass Vj∑ 1.332− 10 15−
×=:=  

e) Рассчитываем полный материальный баланс в ячейке 

min mout− mV− 2.287 10 13−
×=  
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 Как видно из приведенного решения, расчет материальных балансов по 

формуле Симпсона, позволяет получить хорошую сходимость результатов, и 

выполнить проверку правильности вычисления показателей процесса с 

помощью уравнений динамики (4 – 6). 

Выводы: 

1. Проведен анализ кинетических процессов в ячейке идеального 

смешения в жидкой фазе и сформулирована математическая модель 

динамики; 

2. Выполнено решение модели в динамических условиях численными 

методами и приведена программа решения в MathCAD; 

3. Предложена методика проверки материального баланса веществ в 

непрерывном режиме с применение численного интегрирования на 

интервалах, где определена точность решения. 
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