
Инженерный вестник Дона, №3 (2015) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2015/3138 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2015 

Оптимизация геометрических параметров двухскатной балки 

прямоугольного сечения 

А.А. Карамышева1, Б.М. Языев1, А.С. Чепурненко1, С.Б. Языева2 
1Ростовский государственный строительный университет 

2Южный Федеральный университет 
 

Аннотация: Решена задача оптимизации двухскатной балки из условия минимума 
потенциальной энергии деформации при постоянном объеме. Получено интегральное 
уравнение для определения оптимального угла наклона балки. Данное уравнение 
решалось численно методом половинного деления отрезка. Оптимальный угол наклона 
зависит от ширины сечения b, а также от объема балки.  Установлено, что с ростом 
ширины сечения оптимальный угол наклона убывает.  
Ключевые слова: оптимизация, двухскатная балка, потенциальная энергия деформации, 
переменная жесткость, минимальный объем, метод половинного деления отрезка. 

Известно, что интегральной мерой, характеризующей способность 

системы сопротивляться внешним воздействиям, является потенциальная 

энергия деформации (ПЭД) [1,2]. ПЭД изгибаемой балки записывается в 

виде: 
2

0

1 ( ( )) .
2 ( ) ( )

l M xU dx
E x I x

= ∫  (1)

Оптимальной является балка, которая при заданном объеме имеет 

минимум потенциальной энергии [1,2]. Минимизировать ПЭД можно, создав 

балку переменной жесткости, варьируя при этом модуль упругости 

материала, армирование, либо размеры поперечного сечения балки.  

Оптимизация строительных конструкций путем изменения физико-

механических характеристик материала рассматривается в статьях [3-7]. 

Решение задачи оптимизации путем варьирования коэффициента 

армирования приводится в работах [8-10]. В настоящей статье варьируется 

геометрия балки.  
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Рассматривается двухскатная балка прямоугольного сечения, шарнирно 

опертая по концам (рис. 1). На балку действует равномерно распределенная 

нагрузка q.  

Ширина балки b постоянна по длине, а высота меняется по линейному 

закону: 

0( ) , 0 .
2
lh x h xtg x= + α ≤ ≤  (2)

Объем двухскатной балки определяется следующим образом: 

02 .
2 2
bl lV h tg⎛ ⎞= + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3)

 
Рис. 1. – Расчетная схема 

Выразим из (3) высоту на приопорных участках 0h : 

0 ( ) .
4

V lh tg
bl

α = − α  (4)

Пусть .tg aα =  Найдем величину a, при которой потенциальная энергия 

деформации минимальна при заданных объеме балки V и ширине 

поперечного сечения b. ПЭД балки примет вид: 
/2 /2 /22 2 2 2 2 2 2
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∫ ∫ ∫  (5)

Условие минимума ПЭД записывается в виде: 
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(6)

Из уравнения (6) видно, что оптимальный угол оптα  зависит от ширины 

сечения и объема балки. Минимальный объем можно определить из условия 

прочности по нормальным напряжениям в наиболее опасном сечении. Так 

как балка имеет переменную по длине жесткость, то опасное сечение  0x x=  

находится не в середине пролета.  

Найдем положение опасного сечения. Напряжения в крайних волокнах 

балки по абсолютной величине определяются следующим образом: 

( )( ) ,
( )

M xx
W x

σ =  (7)

где 
2( ( ))( ) ( ), ( ) .

2 6
qx b h xM x l x W x= − =  

Максимальное значение напряжения принимают в сечении, где 

производная ( )x′σ  обращается в нуль: 

( )
2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 6 2 3( ) 0,
( ( )) ( ( ))

ql bh qx bhqx l x tg
M x W x M x W xx

W x W x

⎛ ⎞− − − α⎜ ⎟′ ′− ⎝ ⎠′σ = = =

 

(8)

откуда  0
0 ,

2 ср

hx l
h

=  где 0( / 2)
2ср
lh h l h tg= = + α  – высота сечения в середине 

пролета. 

Подставив в (7) найденную величину 0x , получим напряжение в 

опасном сечении: 
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Приравнивая максимальное напряжение к расчетному сопротивлению 

R, получим квадратное уравнение относительно 0h : 

2
2
0 0

3 0.
4
qlh h ltg
bR

+ α− =  (10)

Положительный корень уравнения (10) равен: 

( )
2

2
0

1 3 .
2 2
l qlh tg ltg

bR
= − α+ α +  (11)

Приравняв правые части (4) и (11), найдем V: 

( )
2 2

2 3 .
2 4
bl ql blV ltg tg

bR
= α + − α   (12)

Уравнение (6) решалось численно методом половинного деления 

отрезка. Интеграл вычислялся при помощи метода трапеций. При расчете 

использовались следующие исходные данные: материал дерево, l = 12 м, 

R = 12 МПа, Е = 104 МПа, q = 40 кН/м. 

Результаты представлены на рис. 2. Закрашенная поверхность – график 

изменения угла α , соответствующего минимуму ПЭД, в зависимости от b и 

V. При построении сетчатой поверхности на рис. 2 значения α  и b остались 

прежними, а значения объема балки заменены на вычисленные по формуле 

(12) из условия прочности. Пересечение двух поверхностей дает множество 

точек с координатами (b, V, α ), в которых удовлетворяется одновременно 

условие прочности и минимума потенциальной энергии деформации. 

На рис. 3 представлен график изменения оптα  в зависимости от 

ширины сечения b. Из рис. 3 видно, что с увеличением ширины сечения 

оптимальный угол наклона уменьшается. 
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Рис. 2. – Изменение угла α  в зависимости от b и V 

 
Рис. 3. – Зависимость оптимального угла α  от ширины сечения 

На рис. 4 показан график изменения минимального объема балки, 

необходимого для обеспечения прочности по нормальным напряжениям в 

зависимости от ширины сечения. Представленный график показывает, что 
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минимальному объему соответствует минимальная ширина сечения, а с 

увеличением b расход материала возрастает.  

 
Рис. 4. – Зависимость объема оптимальной балки от ширины сечения 
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