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Аннотация: В данной работе рассматривается математическое моделирование движения 

тела сложной конфигурации в потоке среды с подвижным центром давления. В некоторых 

задачах это тело называют аэродинамическим маятником.  Составлены уравнения 

движения аэродинамического маятника и проведен переход к новым безразмерным 

переменным. В уравнения движения входят экспериментальные аэродинамические 

функции, поэтому систему можно решить только численно. На каждом шаге при 

численном интегрировании системы уравнений движения, решается алгебраическое 

нелинейное уравнение, зависящее от фазовых переменных.  В фазовом пространстве 

существуют такие области, в которых существует ровно по три решения. В компьютерной 

системе Matlab написана программа, которая строит огибающие для границ областей 

неоднозначности с помощью многократного решения алгебраических нелинейных 

уравнений, содержащих фазовые переменные. Проведен геометрический анализ 

полученных многообразий при различных значениях фазовых переменных. Таким 

образом, рассмотрена задача, нетривиальная с точки зрения теории обыкновенных 

дифференциальных  уравнений. 
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        Данная статья посвящена задаче о различных колебаниях   

аэродинамического маятника в воздушном потоке, существованию и 

построению областей неоднозначности, которые можно построить только 

численно. В предыдущих работах [1,2] рассматривалась аналогичная задача, 

были численно решены уравнения равновесия и проведен анализ 

стационарных точек. Далее для каждой точки была найдена система 

уравнений первого приближения и с помощью критерия Гурвица построены 

области устойчивости. Доказано, что каждая стационарная точка не входит в 

область неоднозначности. Был проведен параметрический анализ областей в 

зависимости от размеров тела. Была показана работа комплекса программ, 

когда сначала строится область устойчивости, вводятся начальные условия и 

потом изображается фазовая кривая. 
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     Таким образом, рассмотрена интересная задача, в которой существует 

нарушение единственности решения, что более понятно, с точки зрения 

механической интерпретации, но нетривиально с точки зрения общей теории 

решения дифференциальных уравнений. 

  

Постановка задачи. 

 

     Рассмотрим задачу об аэродинамическом  маятнике, закрепленный в 

центре масс с помощью обычной и спиральной пружины. Он совершает  

колебания  под действием воздушного потока [3,4] (см. рисунок 1). Пусть  

силы упругости  зависят от отклонений линейным образом и  имеют вид: 

F kx  , M c  . 

  Аэродинамические силы имеют квадратичную зависимость от воздушной 

скорости:  

2 2

2 2

| | ( ) 0.5 ( )

| | ( ) 0.5 ( )

A A x A

A A y A

S s V c V

P p V c V
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  

 

 
 

здесь  - угол атаки между вектором AV  и пластинкой   ,p s - 

аэродинамические функции углов атаки, xс , 
yс  - безразмерные 

аэродинамические функции,   - плотность воздуха,   - площадь одной 

пластинки. Вид аэродинамических функций приводится  в [5]. Сдвиг центра 

давления описывается функцией ( )l  , которая описывает расстояние между 

центром давления А и  центром пластинки G.   ( )l   определена из продувок 

прямоугольных  пластинок  в аэродинамической трубе [5]. Составим 

уравнения движения. Позиционными координатами будем считать 

координату  y  центра масс тела   и угол    отклонения пластинки от 

горизонтали. 
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Рис. 1. Колебания тела сложной конфигурации в потоке среды                                                                                                                            

        

Тогда уравнения движения маятника можно записать в виде: 

2 2
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Где: 
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аэродинамические функции нормальной и касательной  сил. 

Напишем кинематические соотношения, связывающие угол атаки,  с  

позиционными координатами: 

sin ( ) sin cos

cos cos sin

A

A

V l y V

V r y V

    
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Получим математическую модель колебаний маятника (1)-(2) 

Перейдем к  безразмерным переменным: 
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
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При переходе к  безразмерным переменным система  (1) запишется в виде 

(3): 

 2

( ) ( cos ( )sin ) ( ) ( sin ( )cos 1)

( ) ( ) ( )

x y

n

MY c U R Y c U R KY

I U Rc c C
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        

  
       (3) 

( )nc  , ( )c   безразмерные аэродинамические функции касательной и 

нормальной составляющей.

 
 кинематические соотношения (2) преобразуются так:                                                                                                                               

sin ( ) sin cos

cos cos sin

U Y

U R Y

    

  

  

                                                                                   (4) 

Математическая модель колебаний маятника в безразмерных переменных 

имеет вид (3)-(4) 

Неоднозначность определения угла атаки 

 
 

      При численном интегрировании надо определить угол атаки из 

кинематических соотношений (4). При этом происходит нарушение 

однозначности решения при определении угла атаки при некоторых 

значениях ,  . Интересные результаты получены в [6].  В процессе 

численного интегрирования  уравнений движения, определение угла атаки на 

каждом шаге сводится к решению нелинейного уравнения (5) при различных 

значениях фазовых переменных , ,Y    и построению поверхности  

( , )    . 

                                                       (5)                                                                                                 
 

 
( cos sin ) cos sin ( )R Y tg Y           
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Попытаемся  оценить размеры границ для указанных областей.                                                                                                                                                                                    

Нелинейной  системе двух уравнений  (6), заданной в параметрической 

форме удовлетворяет любая точка ( ,  ),  лежащая на этой области.
 

    

 

                                                             (6)     

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

Чтобы построить огибающие к каждой поверхности, нужно найти особые 

точки,  в которых искомая  поверхность приходит к однозначному  виду 

(точки возврата). Дифференцируем второе уравнение (6) во второй раз и 

получим: 

2

2 ( cos sin )
( )

cos

tg R Y  
 



 
  ,  и можно записать уравнение (7), зависящее 

только от  : 

2 ( ) ( )tg                                                                                                           (7) 

Проинтегрируем его с начальными условиями 1( ) , ( )i i i i        на сетке  

[ , ]
2 2

i

 
   .  

Окончательно получим для определения  особых точек   нелинейное 

уравнение (8): 

1 2( ) cos ( )i i i itg tg                                                                                            (8) 

     Задавая начальные условия в случае [ , ]
2 2

 
   , мы можем найти 

приближенное решение с помощью встроенных функций системы matlab 

решить уравнение (8), (см.  рис. 2) и найти точки возврата. После этого  

задаем начальные условия для системы (7), для точки возврата *   на 

плоскости ( , )   и ищем оба ее решения средствами matlab при 

фиксированном Y .  Пробегая все значения  [ , ]
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получим две замкнутые кривые,  напоминающие трехконечную звезду, 

изображенные для случаев 0, 0, 0Y    и 0, 0, 0Y     на рисунке 3 и 

две области в пространстве , , ,Y   в случае 0, 0, 0Y     и 0, 0, 0Y    ,  

при  1 9Y  , изображенные на рисунках 4 и 5. Внутри  них нелинейное 

уравнение (5) имеет ровно по 3 решения. 

 

Рис. 2. Решение нелинейного уравнения (8) в случае  
020   

 
 

Рис. 3  Огибающие для областей неоднозначности в случае  

0.5, 0.25, 0.2 9,b R Y      
. 
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Рис. 4.   Линии уровней для областей неоднозначности в случае 

1 9Y  , 0, 0     

 

Рис. 5.    Линии уровней для областей неоднозначности в случае 1 9Y  , 
0, 0    

Далее аналогично  исследуем две области в случаях  0, 0, 0Y     и  

0, 0, 0Y     (см. рис 6,7) и получим очень похожую картину. Мы видим, 

что в обоих случаях огибающие при уменьшении абсолютного значения  

Y уменьшаются и исчезают, примыкая к плоскости 0Y  . 
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       Хотелось бы понять, каким образом можно продолжить решение и как 

отыскать нужную ветвь, и вообще с помощью какого алгоритма можно 

сохранить непрерывность угла атаки при заходе траектории в область 

неоднозначности. Аналогичные задачи и алгоритмы рассматривались в 

работах [7-9]  

 

Рис. 6.  Огибающие для областей неоднозначности в случае  

0.5, 0.25, 0.2, 4b R Y       

 
Рис. 7.    Линии уровней для областей неоднозначности в случае 4 5Y  , 

0, 0     и  0, 0    

 

Выводы. 
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     Таким  образом, в работе, создана математическая модель колебаний 

аэродинамического маятника в безразмерной форме, показано нарушение 

единственности при определении угла атаки, найдены различные 

множества сингулярных точек, изображены области неоднозначности  в 

пространстве фазовых переменных , , ,Y  . Аналогичная задача также 

рассматривалась в работе [10]. 
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