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Аннотация: Представленная работа посвящена исследованию температурного состояния 

тепловыделяющего элемента (ТВЭЛ) – твёрдого тела цилиндрической формы с 

внутренним источником тепла постоянной мощности. Используя интегральный метод 

теплового баланса с введением дополнительной искомой функции, получили 

приближенное аналитическое решение соответствующей краевой задачи 

теплопроводности. Условия внешнего теплообмена на границе исследуемой области 

задавались согласно закону Ньютона – Рихмана (граничное условие третьего рода). При 

получении решения применялись тригонометрические координатные функции. Их 

использование позволило сократить число слагаемых в искомом решении за счет 

априорного выполнения граничного условия в центре ТВЭЛ. Показано, что при 

использовании всего трех слагаемых в аналитическом решении (первое приближение) 

достигается точность, достаточная для инженерных приложений. Оценка погрешности 

разработанного метода производилась путем сравнения полученных результатов с 

численным решением на основе метода конечных разностей. В статье приводятся графики 

распределения температуры при различных значениях мощности объемных источников 

тепла ТВЭЛ. Разработанный метод может быть использован для определения времени 

выхода системы на стационарный режим, оценки максимальной температуры ТВЭЛ при 

различных значениях безразмерных чисел Био и Померанцева, определения 

температурных напряжений. 

Ключевые слова: внутренние источники теплоты, граничные условия третьего рода, 

дополнительная искомая функция, интеграл теплового баланса, тепловыделяющий 

элемент, приближенное аналитическое решение, численное решение, задача 

теплопроводности, число Био, число Померанцева. 

 

Изучение процесса теплопереноса в тепловыделяющих элементах (ТВЭЛ) 

представляет большой интерес [1]. ТВЭЛ – это тело цилиндрической формы 

с внутренним источником тепла постоянной мощности. Моделирование 

процесса теплопереноса в ТВЭЛ позволяет решить ряд практических задач: 

оптимизацию конструкции тепловыделяющих элементов; определение 

критических режимных параметров нагрева (максимальных температур, 

термических напряжений и др.), обуславливающих безопасную 

эксплуатацию ТВЭЛ. 
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При моделировании процессов теплопереноса используют точные 

аналитические, численные, приближенные аналитические методы [2,3]. Так, 

например, в работе В.А. Горбунова и др. [4] было получено численное 

решение задачи по определению температурного поля в тепловыделяющем 

элементе в двумерной постановке. Задача решалась методом конечных 

элементов в программном комплексе Comsol Multiphisics. На основе 

полученного решения авторы разработали оригинальный вычислительный 

алгоритм в программном комплексе MathCAD. В статье [5] было 

рассмотрено моделирование процесса теплообмена в многослойном полом 

цилиндре с учетом внутренних источников тепла. Моделирование 

осуществлялось на основе метода редукции, концепции квазипроизводных, 

метода разделения переменных и модифицированного метода собственных 

функций Фурье. Полученное решение возможно применить для изучения 

процесса охлаждения тепловыделяющего элемента. Также в работе В.А. 

Левченко и др. [6] для определения нестационарного температурного поля в 

цилиндре использовался комбинированный метод, основанный на 

применении метода конечных интегральных преобразований и метода 

разделения переменных (метод Фурье). 

В данной статье приведены результаты решения задачи теплообмена в 

цилиндрическом ТВЭЛ с внутренними источниками теплоты при граничных 

условиях третьего рода. Получено приближенное аналитическое решение на 

основе интегрального метода теплового баланса с использованием 

дополнительной искомой функции и дополнительных граничных 

характеристик [7 - 9]. 

Постановка задачи 

Уравнение теплового баланса в одномерном виде с внутренними 

источниками имеет вид [10]: 



Инженерный вестник Дона, №8 (2021) 

ivdon.ru/ru/magazine/archive/n8y2021/7154 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2021 

v
qqdiv

t

x,tT
c 



 )(
ρ ,  (1) 

где c  – теплоемкость; ρ  – плотность; T  – температура; t  – время; x  –

 пространственная координата; constqqv  0  – мощность внутренних 

источников тепла. 

Закон Фурье 
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При постоянных теплофизических свойствах ( constλ ) справедлива 

запись: 
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Учитывая, что TTgradTdiv 2)(  , уравнение (3) примет вид: 
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Записывая уравнение (4) в цилиндрических координатах, получим: 
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Краевые условия к задаче имеют вид: 
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С целью параметризации задачи введем безразмерные параметры: 
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Уравнение (5) с учетом (9) примет вид: 
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Описание метода решения задачи 

Решение задачи (10) – (13) отыскивается в виде следующего 

тригонометрического ряда: 
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Введем дополнительную функцию – закон изменения температуры в 

центре цилиндрического ТВЭЛ: 

)Fo,0()Fo( q .  (15) 

Используем дополнительное условие на границе исследуемой области 

[11,12]: 
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Точность получаемого решения будет зависеть от количества n членов 

ряда (14). Ограничиваясь тремя членами ряда выражение (14) примет вид:  
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Для нахождения коэффициентов ia , подставим (17) в основные и 

дополнительные условия на границе (13), (15) и (16). Граничное условие (12) 

выполняется при любых значениях неизвестных коэффициентов в (14). В 

результате получаем систему трех уравнений вида: 
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Из решения системы уравнений (18) определим следующие значения 

коэффициентов ia : 
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В соответствии с методом запишем интеграл исходного 

дифференциального уравнения (10) (интеграл теплового баланса): 
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Вычислив интеграл теплового баланса (19), получаем обыкновенное 

дифференциальное уравнение, представленное в общем виде: 
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Решение (20) имеет вид: 
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где cba ,,  - коэффициенты, зависящие от условий теплообмена (зависят 

только от коэффициента Био и числа Померанцева).  

В (20), (21) неизвестные коэффициенты определяются соотношениями: 
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Для нахождения неизвестных коэффициентов iC  используются 

следующие условия, полученные с использованием начального условия (11): 
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Исходя из решения системы, определяются значения коэффициентов iC  

(для 2,1i ) 
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При конкретных значениях безразмерных чисел Био и Померанцева 

коэффициенты cba ,,  принимают числовые значения: 35.5270 a , 

178.0081 a , 474.885
2

a , 35.528a ,  178.01b , 474.89c , 0.4291 C , 

2.097
2

C . 

Результаты 

На рис. 1 представлено распределение температуры по радиусу цилиндра. 

При значениях Фурье меньше 0.2 наблюдается расхождение численного и 

аналитического решения, что говорит о необходимости увеличения числа 

членов ряда (14) с целью повышения точности решения. На рисунке 

пунктирная линия – численное решение, сплошная линия – решение, 

полученное по формуле (17). Также в работе была получена зависимость 

температуры по времени при различных значениях параметров Померанцева. 

Из анализа рис. 2 видно, что, вне зависимости от значения числа 
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Померанцева, наблюдается стационарный режим нагрева. 

Продолжительность выхода системы на стационарный режим определяется 

безразмерными коэффициентами Bi  и Po . На рис. 2 приведен график 

зависимости температуры от времени в точке 0.5ξ   при 10000Bi  . 

 

Рис 1. – Распределение температуры по толщине цилиндра при 

 10000Bi  и 10Po  . 

 

Рис 2. – Зависимость температуры по времени в точке 0.5ξ   

На рис. 3 приведены графики функции )Fo,0()Fo( q  при конкретных 

значениях числа Померанцева. Расхождение между численным и 

аналитическим решением в данном случае не превышает 3 %. На рисунке 

пунктирная линия – численное решение, сплошная линия – решение, 

полученное по формуле (17). 
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Рис 3. – Распределение температуры во времени при 0ξ   
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