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Исследование частоты колебаний волны в слое жидкости на пористом 

основании 
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Мордовский государственный университет им. Н.П. Огарева, Саранск 

Аннотация: В работе рассматривается численное решение задачи о распространении 
поверхностных волн в слое жидкости на пористом основании. Записаны выражения для 
декремента затухания и частоты колебаний волны. Показаны зависимости частоты 
колебаний волны от безразмерных величин, связывающих толщины слоя жидкости и слоя 
пористой среды. Рассмотрены различные частные случаи. Записано дисперсионное 
уравнение для бесконечной толщины слоя пористой среды.  
Ключевые слова: пористая среда, частота колебаний волны, декремент затухания 
колебаний волны, ромбоэдрическая упаковка шариков пористой среды. 
 

Рассматривается численное решение задачи о распространении 

поверхностных волн в слое тяжелой однородной несжимаемой жидкости, 

находящейся на недеформируемом пористом основании. Пористая среда 

снизу ограничена твердой непроницаемой стенкой и насыщена этой же 

жидкостью. 

Исходные уравнения, граничные условия и границы применимости 

теории подробно рассмотрены в работе [1]. В статье [2] построена и 

исследована математическая модель распространения волн на поверхности 

слоя электропроводной жидкости с поверхностным электрическим зарядом, 

находящейся на слое пористой среды. В работе [3] оценены основные 

параметры контактирующих слоистых и их сочетаний с целью получения 

условий эффективного нелинейного взаимодействия в области 

распространения. В статье [4] рассмотрено управление амплитудами волн, 

вызванных донными смещениями. В работе [5] рассматривается невязкая 

жидкость, находящаяся между двумя твердыми неподвижными стенами. В 

статье исследовано дисперсионное соотношение и законы дисперсии для 

волн маловязкой жидкости. В статье [6] рассматривается распространение 

волн по поверхности жидкости, покрытой тонкой упругой пластиной и 

находящейся на недеформируемом пористом слое, ограниченном снизу 
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сплошным твердым основанием. В работе [7] показано, что для толстого 

упругого слоя есть определенные толщины жидкого слоя и определенные 

частоты, на которых воздействие вязкости жидкости является самым слабым. 

Принимаем следующие значения параметров: ρ = 1 г / см3; η = 0,01 

г/(см с), пористую среду (слой 1) моделируем совокупностью шариков 

одинакового размера, уложенных определенным образом, пористость ε = 0,26 

[8] выбрана в предположении наиболее плотной ромбоэдрической упаковки 

шариков, диаметр которых равен d = 1. Таким образом, рассматривается 

случай, когда пористая среда смоделирована из шариков одинакового 

диаметра. Коэффициент проницаемости К вычисляем, используя 

полуэмпирическую формулу Козени [9]: Κ ൌ ఌమఈమ

ଵହ଴ሺଵିఌሻమ. 

Волновое число k выбираем с учетом того, чтобы выполнялись границы 

применимости теории [1]. 

Расчеты велись по следующим формулам. Корни дисперсионного 

уравнения выражаются через его коэффициенты с помощью формулы 

Кардано [5]: γ = α + β, где ߙ ൌ ඨെ ௤మ

ଶ
൅ ට௤మ

ସ
൅ ௣య

ଶ଻

య

ߚ ;  ൌ ඨെ ௤మ

ଶ
൅ ට௤మ

ସ
൅ ௣య

ଶ଻

య

. 

При ܦ ൏ 0 выражение ௤మ

ସ
൅ ௣య

ଶ଻
 имеет положительный знак, поэтому под 

знаком каждого из кубичных радикалов оказывается положительное число. 

Но кубичный корень из действительного числа имеет три значения: одно 

действительное и два комплексно-сопряженных. Обозначим ߙଵ-

действительное значение радикала α. Согласно формуле [9] ߙ ڄ ߚ ൌ െ ௣
ଷ
, 

значение ߚଵ радикала β, ввиду действительности коэффициента p в 

приведенном квадратном уравнении, полученном из исходного 

дисперсионного уравнения, также будет действительным корнем кубичного 
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радикала β. Поэтому ݕଵ ൌ ଵߙ ൅  ଵ оказывается действительным корнямиߚ

дисперсионного уравнения и соответствующего ему приведенного уравнения. 

Так как в этом случае колебательное движение отсутствует, то этот корень 

рассматривать не будем. Два корня дисперсионного уравнения находим по 

формулам:  

ଶݕ ൌ ଵߙ ቀെ ଵ
ଶ

൅ ݅ √ଷ
ଶ

ቁ ൅ ଵߚ ቀെ ଵ
ଶ

െ ݅ √ଷ
ଶ

ቁ ൌ െ ఈభାఉభ
ଶ

൅ ݅√3 ఈభାఉభ
ଶ

; 

ଷݕ ൌ ଵߙ ቀെ ଵ
ଶ

െ ݅ √ଷ
ଶ

ቁ ൅ ଵ ቀെߚ ଵ
ଶ

൅ ݅ √ଷ
ଶ

ቁ ൌ െ ఈభ ାఉభ
ଶ

െ ݅√3 ఈభାఉభ
ଶ

.  

Так как ߙଵ, ,ଶݕ ଵ - действительные числа, тоߚ -ଷ - комплексноݕ

сопряженные значения, причем мнимая часть ݕଶ,  ଷ отличается от нуля в силуݕ

того, что ߙଵ и ߚଵ являются различными значениями кубичных радикалов. 

Таким образом, два комплексно-сопряженных корня исходного 

дисперсионного уравнения: ߛଶ ൌ ଶݕ െ ఈ
ଷ
 и ߛଷ ൌ ଷݕ െ ఈ

ଷ
 дают колебательное 

движение. Отделяя вещественную и мнимую части корней ߛଶ,ଷ, находим 

соответственно значения декремента затухания колебаний волны β и частоты 

ω. Формула для вычисления декремента затухания колебаний волны: ߚ ൌ

െ ఈభାఉభ 
ଶ

െ ఈ
ଷ
, где ߙଵ, ߚଵ - действительные значения кубичных радикалов α, β 

соответственно. 

Формула для вычисления частоты колебаний волны имеет вид: ߱ ൌ

ቚ√3 ఈభିఉభ
ଶ

ቚ. 

В таблице №1 приведены результаты расчётов зависимости частоты ω 

от волнового числа k. При значениях безразмерной величины ߯ ൌ ௛భ
௛మ

ൌ

0.08; 0.2; 0.4; 0.8; 2; 20. Коэффициент вязкости в данном случае принимаем 

ߟ ൌ 0.01 г/ሺсм ڄ ܿሻ. Толщина слоя свободной жидкости h2 = 100 см. Интервал 

изменения волнового числа k: 0 ൑ ݇ ൑ 2 ڄ 10ିଷсмିଵ, что удовлетворяет 
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границам применимости данной теории. 

Зависимость частоты ω от волнового числа k. Таблица № 1. 

݇ ڄ 10ଷ, смିଵ 

 

߱ ڄ 10ଵ, ܿିଵ 

߯ ൌ 0,08 ߯ ൌ 0,2 ߯ ൌ 0,4 ߯ ൌ 0,8 ߯ ൌ 2 ߯ ൌ 20 

0 0 0 0 0 0 0 

0,2 0,626063 0,0626065 0,626062 0,626060 0,626058 0,626057

0,4 1,251920 1,251920 1,251900 1,25188 1,25187 1,25187 

0,6 1,87737 1,87737 1,87729 1,87724 1,87720 1,87717 

0,8 2,50225 2,50219 2,50202 2,50189 2,50180 2,50174 

1,0 3,12637 3,12618 3,12585 3,12560 3,12542 3,12531 

1,2 3,74950 3,74912 3,74857 3,74815 3,74784 3,74764 

1,4 4,37141 4,37080 4,36996 4,36930 4,36882 4,36850 

1,6 4,99185 4,99100 4,98980 4,98882 4,98811 4,98765 

1,8 5,61057 5,60949 5,60787 5,60651 5,60551 5,60485 

2,0 6,22732 6,22606 6,22396 6,22213 6,22077 6,21987 

Из таблицы №1 видно, что при фиксированном значении величины 

߯ ൌ ௛మ
௛భ

 и увеличении волнового числа k частота ω увеличивается. При 

фиксированном значении k и увеличении значений безразмерной величины χ, 

что соответствует случаю h1 → 0 частота ω практически не изменяется, то 

есть значения частоты ω практически не зависят от h1, поэтому результаты 

расчётов приведены не на графике, а в таблице. При k → 0 значения частоты 

ω → 0 для любых значений безразмерной величины ߯ ൌ ௛మ
௛భ

. 

При тех же значениях параметра k, в таблице №2 приведены 
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зависимости частоты ω от волнового числа k для следующих значений 

безразмерной величины ߯ ൌ 0.02; 0.25; 0.33; 0.05; 0.01. При этом h2 =10 см. 

При фиксированном k и увеличении значений χ (уменьшении значений h1) 

частота ω практически не изменяется. Из таблицы также видно, что при 

фиксированном значении χ и увеличении числа k частота ω увеличивается. 

Зависимость частоты ω от волнового числа k для безразмерной величины ߯. 

Таблица № 2. 

݇ ڄ 10ଷ, смିଵ 

 

߱ ڄ 10ଵ, ܿିଵ 

߯ ൌ 0,1 ߯ ൌ 0,2 ߯ ൌ 0,033 ߯ ൌ 0,025 ߯ ൌ 0,02 

0 0 0 0 0 0 

0,2 0,19799 0,19799 0,19799 0,19799 0,19799 

0,4 0,395979 0,395979 0,395979 0,395978 0,395978 

0,6 0,593966 0,593966 0,593966 0,593965 0,593964 

0,8 0,791951 0,791951 0,791951 0,79195 0,791949 

1,0 0,989933 0,989932 0,989931 0,989928 0,989925 

1,2 1,18791 1,18791 1,18791 1,1879 1,1879 

1,4 1,38588 1,38588 1,38588 1,385879 1,385879 

1,6 1,58385 1,58385 1,58384 1,58384 1,58383 

1,8 1,78181 1,78181 1,7818 1,78179 1,78178 

2,0 1,97977 1,97976 1,97975 1,97974 1,97973 

В таблице №3 показана зависимость частоты ω от безразмерной 

величины ߪ ൌ ௛మ
ఒ

 при следующих толщинах слоя пористой среды h1 = 25, 50, 

100, 175, 250, 500 см. Толщина слоя свободной жидкости, фиксированная h2 = 

250 см.  

Зависимость частоты ω от безразмерной величины ߪ.  Таблица № 3. 
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ߪ ൌ
݄ଶ

ߣ
 ߱, ܿିଵ 

݄ଵ= 25 см ݄ଵ= 50 см ݄ଵ=100 см ݄ଵ=175см ݄ଵ=250см ݄ଵ=500см

0,01 0,12432 0,124319 0,12432 0,12432 0,124321 0,124322

0,0595 0,723875 0,723701 0,72379 0,723875 0,723954 0,724165

0,109 1,26442 1,26366 1,26405 1,26442 1,26473 1,26534 

0,1585 1,72394 1,72257 1,72331 1,72394 1,72441 1,72505 

0,208 2,1052 2,10357 2,10449 2,1052 2,10562 2,10602 

0,257 2,42301 2,42153 2,42242 2,42301 2,4233 2,4235 

0,307 2,69379 2,69263 2,69337 2,69379 2,69395 2,69403 

0,356 2,93086 2,93003 2,9306 2,93086 2,93094 2,93097 

0,406 3,14377 3,14323 3,14362 3,14377 3,14381 3,14382 

0,4555 3,33902 3,33867 3,33894 3,33902 3,33903 3,33904 

0,505 3,52089 3,52068 3,52085 3,52089 3,5209 3,5209 

Из таблицы №3 видно, что частота практически не зависит от толщины 

пористого слоя ݄ଵ  (изменения в строке таблицы №3 незначительные). При 

увеличении значения безразмерной величины σ → +∞ или ߣ ՜ 0 ቀ݇ ൌ ଶగ
ఒ

՜

൅∞ቁ значения частоты колебаний волны увеличиваются. 

Рассмотрим вопрос о предельных значениях частоты ω и декремента 

затухания β от коэффициента проницаемости К, при К → 0 и при К → ∞, ε 

→1. Дисперсионное уравнение для поверхностных волн в слое жидкости на 

пористом основании запишем в виде:  
ఘ
௚

ቀఈభ
ఈమ

െ ଵ
ఌ
ቁ ଷߛ ൅ ఎ

௚௄
ଶߛ ൅ ݇ߩ ቀఈర

ఈమ
 ଵ

ఌ
െ ఈయ

ఈమ
ቁ ߛ െ ఎ௞

௄
 ఈర
ఈమ

ൌ 0. (1) 

При К → 0 из (1) следует ߛଶ ൌ ݃݇ ڄ ఈర
ఈమ

. Отсюда, в частности, получаем, 
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что при h2 → +∞: ߛଶ ൌ െ݃݇ т.е.  ߱ଶ ൌ ݃݇, ߚ ൌ 0, что совпадает с 

результатами исследований, полученными в работе [10]. 

Исследование аналитической зависимости β и ω от К в общем виде 

затруднительно в связи с математическими сложностями, поэтому 

ограничимся численным изучением частных случаев. При К → +∞, ε → 1 из 

уравнения (1) следует ߛଶ ൌ െ݃݇ то есть ߱ଶ ൌ ݃݇, ߚ ൌ 0.  

В таблице №4 при ݄ଵ  = 100 см, χ = 1; 5; 10; 15; 20; ݇ ൌ 1 ڄ 10ିଷ смିଵ; ε 

= 0,26 приведена зависимость частоты ω от проницаемости К. Результаты 

занесены в таблицу, а не показаны на графиках, в связи с тем, что ω 

практически не зависит от К. 

Зависимость частоты ω от проницаемости К.  Таблица № 4. 

,ܭ смଶ ߱ ڄ 10ଵ, ܿିଵ 

߯ ൌ 1 ߯ ൌ 5 ߯ ൌ 10 ߯ ൌ 15 ߯ ൌ 20 

1 ڄ 10ି଻ 3,12529 6,7296 8,63923 9,41831 9,71981 

ڄ1,0009 10ିସ 3,12535 6,7297 8,6393 9,41834 9,71982 

ڄ2,0008 10ିସ 3,12551 6,72999 8,6395 9,41844 9,71986 

ڄ3,0007 10ିସ 3,12578 6,73049 8,63984 9,4186 9,71993 

ڄ4,0006 10ିସ 3,12617 6,73117 8,64032 9,41882 9,72002 

ڄ5,0005 10ିସ 3,12666 6,73205 8,64091 9,4191 9,72013 

ڄ6,0004 10ିସ 3,12725 6,7331 8,64162 9,41943 9,72026 

ڄ7,0003 10ିସ 3,12796 6,73433 8,64244 9,41981 9,72041 

ڄ8,0002 10ିସ 3,12877 6,73572 8,64336 9,42023 9,72058 

ڄ9,0001 10ିସ 3,12969 6,73727 8,64437 9,42069 9,72077 

1 ڄ 10ିଷ 3,13071 6,73896 8,64545 9,42118 9,72096 

Выясним в исходном дисперсионном уравнении результат предельного 
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перехода k → 0 или, что тоже, λ→ +∞. При этом ߙଵ ՜ ଶߙ ;0 ՜ ଷߙ ;4 ՜ 0; 

ସߙ ՜ 0. Поэтому дисперсионное уравнение принимает вид: ቀఎ
௄

െ ఘఊ
ఌ

ቁ ଶߛ ൌ 0. 

Отсюда видно, что ߛଵ ൌ ఎఌ
ఘ௞

ଶ,ଷߛ ; ൌ 0 при k → 0. При ߟ ൌ 0,01г/ሺсм ڄ сሻ; 

ε = 0,26; ߩ ൌ 1 г/смଷ; ܭ ൌ 2,139 ڄ 10ିସ смଶ величина ߛଵ ൌ 12,15 ܿିଵ. Корень 

 ଵне представляет интереса, поскольку соответствующее ему движениеߛ

быстро затухает. Из того, что ߛଶ,ଷ ൌ 0 следует β = 0 и ω = 0 при k → 0. Тогда 

при ݇ ൌ ଶగ
ఊ

՜ 0 (или λ→ +∞) для всех рассмотренных значений h1 и h2: β → 0, 

ω → 0. 

Рассмотрим частный случай дисперсионного уравнения, когда h1 → +∞. 

Данный случай соответствует бесконечной толщине слоя пористой среды. 

Для этого рассмотрим предельный переход в переменных ߙଵ (i = 1,2,3,4) при 

h1 → +∞. В силу того, что мы не можем приравнять две бесконечные 

величины, поделим обе части дисперсионного уравнения на exp2kh1 и 

перейдём к пределу при ݄ଵ  → +∞, получим:  

lim௛భ  ՜ାஶ
ఈభ

௘௫௣ଶ௞௛భ
ൌ lim௛భ  ՜ାஶ

ఈర
௘௫௣ଶ௞௛భ

ൌ 1 െ  2݄݇ଶ; (2)݌ݔ݁

lim
௛భ ՜ାஶ

ଶߙ

2݄݇ଵ݌ݔ݁
ൌ lim

௛భ ՜ାஶ

ଷߙ

2݄݇ଵ݌ݔ݁
ൌ 1 ൅  .2݄݇ଶ݌ݔ݁

С учетом (2) дисперсионное уравнение при ݄ଵ → +∞ имеет вид: 
ఘ
௚

ቀߙଵ െ ఈమ
ఌ

ቁ ଷߛ ൅ ఎఈమ
௚௄

ଶߛ ൅ ݇ߩ ቀఈభ
ఌ

െ ଶቁߙ ߛ െ ఎ௞
௄

ଵߙ ൌ 0,  

где ߙଵ ൌ 1 െ ଶߙ ;2݄݇ଶ݌ݔ݁ ൌ 1 ൅  .2݄݇ଶ݌ݔ݁
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