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Аннотация: Рассмотрены точки концентрации напряжений в сечениях конструкционных 

элементов. К ним, в частности, относятся вершины трещин, которые могут появиться как 

в процессе эксплуатации, так и в результате нарушения технологии их производства. 

Получены значения коэффициентов интенсивности напряжений в окрестности трещин в 

рассматриваемых сечениях с угловыми точками контура. Кроме того, проведено 

исследование показателей в асимптотическом решении задачи теории упругости для тел 

из изотропных материалов в окрестности угловой точки сечения стержневого элемента 

конструкции, где стороны (или одна из них) поддерживаются тонким покрытием. На 

другой стороне угловой области предполагаются различные условия ее подкрепления, в 

том числе наличие тонкого упругого покрытия. Математически решение задачи 

приводится к решению трансцендентного характеристического уравнения, то есть, к 

задаче нахождения корней уравнения, которое строится, исходя из условия существования 

ненулевого решения системы линейных однородных уравнений. Были определены 

характеристики компонент напряжений для различных комбинаций граничных условий, 

физических и геометрических параметров. Сделаны качественные выводы. В частности, 

установлены комбинации значений этих параметров, при которых поведение напряжений 

в угловой точке сечения становится сингулярным. 

Ключевые слова: коэффициент интенсивности напряжений, изотропные упругие тела, 

конструкционный элемент, угловая точка сечения, трещина, тонкое упругое покрытие, 
граничные условия, характеристическое уравнение, концентрация напряжений. 

 

В современном строительстве и машиностроении большое внимание 

уделяется прочности и устойчивости, а, значит, и надежности строительных 

конструкций. Особое внимание при этом следует уделять зонам 

концентрации напряжений, возникающим вблизи особых точек сечений 

элементов строительных конструкций. Таковыми являются, как правило, 

технологические и эксплуатационные дефекты (трещины, шлаковые 

включения и т.д.), а также угловые точки сечений.  

Анализ напряжённо-деформированного состояния сечений элементов 

строительных конструкций позволяет оценивать ресурсные параметры и 

прогнозировать возможный выход из строя объектов контроля. В последние 

десятилетия для решения этих задач широко используются численные 
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методы, например, решение задач строительной механики традиционно 

строится на методе конечных элементов.  

Наряду с этим, развитие аналитических методов оценки критического 

состояния в области строительной механики сохраняет свою актуальность.  

Элементы строительных конструкций, имеющие в сечении угловые 

точки (прямоугольные, квадратные и др.) находят широкое распространение 

(рис.1). 

 

 

а) Квадратное сечение    б) Шестиугольное сечение 

Рис.1 – Стержни колонн  

 

Введение 

В классической теории упругости рассматриваются двумерные и 

трехмерные задачи, определяющие поведение напряжений в угловых точках 

границы тела. В процессе эксплуатации на элементы строительных 

конструкции действует разнообразная нагрузка, которая в соответствии с 

теорией Гриффитса освобождается в процессе возникновения и роста 

трещин. Вопросы оценивания износостойкости и критического состояния 

элементов конструкций проводится на основе изучения и исследования 

концентрации напряжений в критических (крайних или угловых) точках.  
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Для задач теории упругости, исследующих поведение напряжений в 

особых точках, широко распространена схема, предполагающая решение 

локальной задачи в окрестности особой точки, производится построение 

характеристического уравнения, вычисляются его корни (собственные 

числа). Исходя из этого, устанавливается поведение напряжений в 

окрестности угловой точки, в асимптотическом понимании делаются выводы 

о сингулярности асимптотического решения, при этом сама точка 

исключается из рассмотрения [1 – 3]. 

В работе [4] проведено исследование решения задачи для клина, 

построенного на основе собственных чисел характеристического уравнения 

для случая граничных условий, определяющих свободные грани клина, когда 

на гранях имеются нулевые компоненты тензора напряжений, этот случай в 

работе [5] назван, как случай II – II. Исследование [5] также включает 

рассмотрение задачи о плоском клине. Помимо указанного выше случая 

граничных условий, рассмотрены варианты, когда обе грани клина 

неподвижны, то есть на них имеются нулевые значения компонентов вектора 

перемещений (случай I – I), либо грани имеют плавный контакт с 

основанием, что соответствует нулевому касательному напряжению и 

нулевому нормальному перемещению (случай III – III). Приведены 

характеристические трансцендентные уравнения для указанных случаев, а 

также для случаев смешанных типов граничных условий, когда на одной 

гране клина задано одно из условий I – III, а на другой – отличное от него из 

того же диапазона. В работе найдены наименьшие значения решений для 

диапазона раскрытия угла клина , сделаны выводы об особенностях 

решения. 

Условия наличия на гранях угловой области тонкого гибкого 

нерастяжимого покрытия, защищенного от внешних воздействий 

(обозначено – случай IV–IV), рассматривалось А.Н. Соловьевым, 
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Б.В. Соболем и др. [6]. Был также исследован случай, когда это условие на 

одной из граней угла рассматривается в сочетании с вышеуказанными 

условиями I, II, III на другом ребре.  

Указанные выше собственные числа являются показателями степеней 

при построении асимптотического разложения решения в окрестности 

критической точки. Выражения для коэффициентов асимптотического 

разложения можно определить способом, представленным в работе [7]. В 

работе [8] c использованием декартовой системы координат представлен 

другой способ построения асимптотического решения, который также 

применим для задач об анизотропных телах. Общий подход к построению 

асимптотического ряда был предложен А.В. Белоконем [9].  

В наших публикациях [10, 11] мы рассмотрели ряд задач о равновесном 

состоянии упругих тел, которые поддерживаются тонким гибким покрытием 

и содержат внутренние трещины. В этих работах представлены результаты 

исследования плоских задач теории упругости, соответственно, для полосы и 

клина, поврежденных внутренними трещинами и усиленных тонким 

покрытием на границах. Мы также рассмотрели случаи как для более 

жесткого, так и для более мягкого материала покрытия по сравнению с 

материалом основного корпуса. Уравнение, математически моделирующее 

подкрепление границы тонким упругим покрытием, представляет собой 

граничное условие, построенное на основе асимптотического анализа 

решения задачи для упругой полосы [12]. Проведено исследование 

граничных условий в окрестности вершины трещины в плоской и 

антиплоской задачах, что позволило подбором соответствующих параметров 

снизить сингулярность напряжений [13]. В работе [14] изучалось влияние 

граничного усиления на локальные сингулярные поля в линейно упругих 

материалах. Задача для четверти плоскости сжимаемого гиперупругого 

материала, подвергающегося плоским конечным деформациям, была 
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рассмотрена в [15]. Тело подвержено смешанным (свободно фиксированным) 

граничным условиям. Было установлено, что поле деформации является 

гладким в окрестности вершины и фактически ограничено в самой вершине в 

отличие от аналогичного случая классической линейной упругости.  

Проблемы концентрации напряжений в композитных упругих деталях, 

в дополнение к проблемам прочности элементов строительных конструкций, 

представляют геофизический интерес. В работе [16] автор расширил задачу о 

симметричном и антисимметричном нагружении изотропной однородной 

пластины, содержащей трещину, до случая, когда линия трещины разделяет 

две отдельные изотропные однородные области. В работе определен модуль 

сингулярного поведения напряжений в окрестности вершины трещины. 

Исследование [1] было сосредоточено на проблемах плоской деформации и 

обобщенного плоского напряженного состояния двух разнородных 

ортогональных упругих областей с угловой точкой, скрепленных вместе на 

одном из их краев, а на остальных - произвольной нормальной и сдвиговой 

силы в рамках классической теории упругости. Исследовано 

асимптотическое поведение решения в окрестности линии сопряжения. 

Результаты обобщены на случай произвольных углов [2]. Как и прежде, 

акцент делается на изучении зависимости порядка сингулярности 

напряжений в окрестности вершины клина от значений физических и 

геометрических параметров задачи. Работа [17] демонстрирует технологию 

расчета напряженно-деформированного состояния композитного упругого 

тела с использованием метода конечных элементов в окрестности особых 

точек границы раздела. В работе [18], для задачи об анизотропном клине, 

представлено общее решение, позволяющее найти порядок сингулярности 

напряжений, который зависит от угла раствора, граничных условий и свойств 

материала. Порядок распределения напряжений в верхней части клина из 

обычных анизотропных материалов был изучен в [19]. На его сторонах 
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заданы смешанные граничные условия. В работе [20] дана оценка величины 

интенсивности напряжений в верхней части угла клина, используя 

контурный интеграл, основанный на обратной теореме Бетти в сочетании с 

методом конечных элементов. Особенности напряжений в биметаллическом 

анизотропном клине с произвольной ориентацией волокон были изучены в 

[21]. В работе [22] проведено исследование особенностей напряжений в 

клиньях с использованием комплексного подхода в теории деформаций 

сдвиговых пластин. Основное внимание уделяется вычислению индекса 

сингулярности как фундаментальной величины в механике разрушения. 

Авторы рассмотрели изотропные однородные и биметаллические клинья. Эта 

рукопись посвящена исследованию концентрации напряжений в верхней 

части клиновидной области, когда по ее краям имеется тонкое покрытие, 

которое находится в гладком контакте с двумя жесткими основаниями 

(случай V – V), а также комбинации условия V на одном краю клина с 

условиями I, II, III и IV к другому. 

 

1. Показатель особенности напряжений в угловой точке сечения 

(Задача1) 

1.1 Постановка задачи 

Исследуется статическая задача теории упругости о плоской 

деформации клиновидной области, усиленной на границе тонким покрытием. 

Рассмотрены равнения равновесия в перемещениях в полярной системе 

координат    . Полюс расположен в вершине угловой области. 

Тангенциальная нормальная компонента напряжений  и касательная  

выражены через компоненты вектора перемещений ,  

Запишем граничные условия для клиновидной области − α ≤   ≤+ α, 0 ≤ 

r < ∞ с тонким покрытием с обеих сторон, которое закреплено вдоль 
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нормали. Учитывая результаты Александрова и Мхитаряна [12], они имеют 

вид:   = α:  

     (1) 

          (2) 

где   – модуль упругости,  – коэффициент Пуассона материала покрытия 

элемента конструкции, h – толщина покрытия. 

Здесь исследуется однородная краевая задача. Случай, когда на 

границе области компоненты смещений и напряжений равны нулю. 

Поэтому граничное условие (1) упрощается и принимает вид случая V. Для 

границы с покрытием, свободной от напряжений – случай IV; такое 

условие было ранее сформулировано [13, 14]. Таким образом, можно 

указать один из случаев граничных условий на каждой из границ области: 

I -    = 0,    = 0 

II -    = 0,     = 0  

III -    = 0,     = 0         (3) 

IV -    
'' = 0,    = 0 

V - 2    
''
+   

'
 = 0,     = 0 

Рассмотрены задачи, когда условие V задано с обеих сторон 

клиновидной области, а именно, случай V–V, а также для случаев 

смешанных условий, т.е. на сторонах области задаются различные граничные 

условия (V–I, V–II, V–III, V–IV, индексация здесь очевидна). 

В соответствии с работой Партона и Перлина [5], мы будем искать 

решение системы уравнений равновесия в перемещениях в виде 

произведения функций: 
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 ,     (4) 

Подставляя выражения (4) для каждого из описанных случаев в 

уравнения равновесия и граничные условия, сводим проблему к задаче 

определения корней трансцендентных характеристических уравнений, 

вытекающих из условия существования нетривиального решения системы 

линейных однородных уравнений.  

1.2 Результаты и выводы (Задача 1) 

В первом разделе этой статьи проанализировано поведение показателя 

асимптотического решения в окрестности угловой точки в зависимости от 

угла раствора в плоской изотропной задаче теории упругости, когда одна 

граница имеет тонкое покрытие и зафиксирована вдоль нормали (условие V в 

(3)). Рассмотрен набор возможных условий (условия I – V в (3)) на другой 

границе, включая наличие покрытия (условия IV, V в (3)). В частности, 

задача IV–V с равным углом решения может быть интерпретирована, как 

задача введения гладкого плоского штампа в полуплоскость, покрытую на 

границе. В рассмотренных пяти краевых задачах построены асимптотические 

решения и получены уравнения, которые связывают показатель степени, угол 

раствора и механические свойства основного материала сечения с угловой 

точкой и покрытия. Численный анализ этих уравнений был проведен для 

более жесткого по сравнению с основным материалом покрытия с заданными 

механическими характеристиками.  

Результаты, полученные в данной работе, могут быть использованы 

при оценке прочности конструктивных элементов с покрытиями и при 

построении численно-аналитических методов анализа напряженно-

деформированного состояния упругих тел с покрытиями. 

Приведем некоторые из полученных результатов. В частности, 

установлено: 
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В задачах V–IV и V–III особенность напряжений проявляется раньше, 

чем в задачах V–V и V–I, и возникает, когда угол раствора клина становится 

прямым, а показатель   достигает значения 0,5, когда клин разворачивается в 

полуплоскость. Корневая особенность в данном случае связана с изменением 

типа граничных условий при пересечении полюса. 

 

2. Равновесная прямолинейная трещина вблизи угловой точки 

сечения конструкции с тонким покрытием (Задача 2) 

Рассмотрено клиновидное сечение конструкции, усиленное тонким 

гибким покрытием, и с внешней стороны которого отсутствуют напряжения. 

Сечение содержит внутреннею трещину на биссектрисе, находящуюся от 

вершины клина на расстоянии, соизмеримым с размером трещины. В 

окрестности вершин трещины проведено изучение концентрации 

напряжений, при условии, что трещина раскрывается под действием 

нормальных сил, приложенных к ее границам. Поддерживающее покрытие 

граней клина моделируется математически, граничным условием, 

корректность которого основана на асимптотическом решении задачи о 

полосе и подтверждена вычислительным экспериментом. Схема решения 

основана на интегральное преобразование Меллина [23], которое позволяет 

перейти к решению сингулярного интегрального уравнения I-го рода с ядром 

Коши (СИУ). Решение СИУ строится методом коллокаций.  

Первопроходцами в исследовании тел с тонкими покрытиями стали 

работы [24 – 26]. Результаты многих исследований для задач теории 

упругости с тонкими покрытиями, собраны о обобщены в работе [12]. Также 

некоторые работы посвящены изучению влияния поперечных трещин на 

разрушения в упругих телах [27 – 29], результаты многих исследований 

собраны в справочнике по коэффициентам интенсивности напряжений [30]. 
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Решена двумерная задача для упругого клина, содержащего на оси 

симметрии прямые трещины-разрезы, со свободными от напряжений 

сторонами. Найдены точные и приближенные решения для задач, когда 

конечная трещина берет начало в вершине клина [30 – 32], когда трещина 

удалена от вершины и представляет собой полубесконечный разрез [33, 34], 

когда внутренняя трещина конечна [35]. Контактная задача для трехмерного 

клина изучена в работе [36], построены асимптотические решения задачи. 

Двумерная задача Лапласа об упругой клиновой области численно решена в 

работе [37].  

2.1 Метод разрывных решений в задачах теории упругости для 

областей с разрывами 

Метод разрывных решений, иначе именуемый методом обобщенных 

интегральных преобразований, впервые был предложен в работах 

Г.Я. Попова в начале 80-х годов прошлого столетия [38]. Его идея 

заключалась в применении интегрального преобразования (того или иного) 

вдоль координатной линии, пересекающей другую, на которой искомые 

функции терпят разрыв. При этом непременным требованием является то, 

что сама область, равно как и имеющие место разрывы должны вписываться 

в координатную сетку ортогональной системы координат. Технология этого 

метода заключается в том, что интервал интегрирования разбивается на две 

части – до и после линии разрыва, и производится интегрирование по частям. 

При этом, сами функции разрыва выделяются как внеинтегральные члены. 

 

2.2 Постановка задачи 

Проведем исследование задачи о бесконечном упругом клине, грани 

которого усилены тонким покрытием, в полярных координатах клин 

определяется следующей областью: 

,    
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На оси симметрии находится конечная трещина – разрез: , . 

Нормальные силы  поддерживают трещину в раскрытом состоянии. На 

бесконечности, при , область имеет нулевые перемещения. 

  

Рис. 2 - Трещина в окрестности угловой точки сечения 

 

Введем обозначения для разрывов функций в области трещины (при 

  ): 

,      ;   (5) 

Решение задачи в полярной системе координат строим на основании 

закона Гука и уравнений Ламе. 

Условия сопряжения имеют вид:  

:    при ,     (6) 

при   и  .  
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Граничные условия:  

,          (7) 

: ,        (8) 

Воздействие гибкого тонкого покрытия учитывается условием (8), 

которое обосновано асимптотическим анализом решения задачи для полосы 

[12] и подтверждено численным экспериментом. 

В схеме решения интегральное преобразования Меллина [24] приводит 

задачу к решению системы 2-х обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Выполнив граничные условия и условия сопряжения, осуществив 

переход к безразмерным переменным, получаем СИУ с ядром Коши: 

 

     (9) 

где ;  – искомая безразмерная функция 

разрыва. 

2.3 Метод коллокаций решения сингулярного интегро-

дифференциального уравнения с ядром Коши 

Решение СИУ (9) проведено методом коллокаций. Искомую функцию 

 зададим, как произведения 1-го множителя, позволяющего явно 

выделить сингулярность, и 2-го множителя, представляющего линейную 

комбинацию полиномов Чебышева   ( ) первого рода:  

      (10) 

здесь    искомые коэффициенты,    число точек коллокаций.   

Для построения точек используем корни полиномов Чебышева: 
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 ,                                                (11) 

Выражение (10) позволяет привести задачу к системе линейных 

алгебраических уравнений:  

,   (12) 

где  . 

Коэффициенты СЛУ (12) вычисляются по формуле:  

(13) 

Первое слагаемое – сингулярная часть: 

 

есть табличный интеграл, равный  [39], где  – полиномы 

Чебышева 2-го рода. Второе слагаемое находится численно. 

Найденная функция разрыва , позволяет найти значение 

коэффициента интенсивности К нормальных напряжений в окрестности 

вершин трещины:  

      (14) 

Выявлена зависимость точности найденного решения между числом 

точек коллокаций и величиной искусственно введенного безразмерного 

параметра , характеризующего размер трещины и ее положение 

относительно вершины клина. Точность решения уменьшается с ростом 
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значения . Проведенные численные эксперименты позволили сделать вывод: 

решение уравнения (9) с ошибкой до 5% для  обеспечивается не менее 

чем 8 точками; для  требуется не менее 5 точек при той же точности 

решения.  

 

Результаты и выводы 

Ввиду того, что построенное решение зависит от многих параметров 

задачи, определяющих геометрию сечения и физические свойства 

материалов, представленные выводы имеют качественно-обобщенное 

значение. 

Для каждого конкретного набора параметров задачи в результате 

численного эксперимента вычислялось значение фактора влияния [11], 

характеризующего влияние заданных параметров задачи на величину 

концентрации напряжений.  

Проведены исследования фактора влияния, позволяющие оценить 

воздействие геометрии сечения (раствор угла клина), удаления трещины от 

угловой точки (вершины клиновидного сечения), толщины и жесткости 

накладки на поведение коэффициента интенсивности напряжений. В ходе 

проведенных численных расчетов была задана различная относительная 

толщина усиливающей накладки ; исследовано 

влияние жесткости материала накладки, более мягкой (например, тефлона 

или алюминия), и жесткой (например, карбид вольфрама) по отношению к 

основному материалу элемента конструкции. Результаты проведенных 

расчетов позволяют констатировать следующее: 

 значение фактора влияния снижается под действием: 

o увеличения угла раскрытия клина; 

o утолщения покрытия; 
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o увеличения жесткости покрытия; 

 значение фактора влияния увеличивается под действием: 

o приближения трещины к вершине клина; 

o увеличения длины трещины. 

В ходе проведенных числовых экспериментов исследованы известные 

частные случаи, такие, как раскрытие клина в полуплоскость; толщина 

покрытия равна нулю, что соответствует его отсутствию. Полученные в этих 

случаях результаты с допустимыми погрешностями совпали с известными 

данными.  

 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 

научного проекта №19-38-90248. 
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