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Моделирование 3-ткани для минимальных поверхностей 
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Аннотация: В пространстве задана некоторая замкнутая кривая; среди всех возможных 
поверхностей, проходящих через эту кривую, найти такую, для которой часть её, 
заключённая внутри кривой, имела бы наименьшую площадь. Кривизна произвольной 
кривой на поверхности в заданной ее точке равна кривизне плоского сечения поверхности 
соприкасающейся плоскостью кривой.       
Ключевые слова: минимальные поверхности, моделирование, 3-ткань, кривизна 
поверхности, уравнение средней кривизны. 

 

Минимальными называются поверхности, у которых средняя кривизна 

во всех точках равна нулю. Минимальные поверхности появляются при 

решении следующей вариационной задачи: в пространстве задана 

некоторая замкнутая кривая; среди всех возможных поверхностей, 

проходящих через эту кривую, найти такую, для которой часть её, 

заключённая внутри кривой, имела бы наименьшую площадь. 

Условие равенства 0 средней кривизны не является достаточным, т. е. 

не гарантирует минимума площади, однако впоследствии название 

«минимальные поверхности» было сохранено за всякой поверхностью с 

нулевой средней кривизной. Если предположить поверхность заданной 

явным уравнением ( )yxfz ,= , то, приравнивая нулю выражение для средней 

кривизны, приходят к дифференциальному уравнению с частными 

производными 2-го порядка: 
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Примерами минимальных поверхностей могут служить: обыкновенная 

винтовая поверхность, катеноид – единственная вещественная; среди 

поверхностей вращения – «поверхность Шерка», имеющее уравнение вида: 

x
yz

cos
cosln= . 

Условие минимальности поверхности определяется уравнением 

02 =′⋅⋅−⋅′′+⋅ DFEDGD , 

где  G, E, F – коэффициенты первой  квадратичной формы поверхности, 

 D, D′, D′′ –  коэффициенты второй  квадратичной формы поверхности.  

Заявленная задача сформулирована следующим образом. 

Пространственную кривую перекрываем 3-тканью. Определим условие, при 

котором полученная поверхность будет минимальной.  

Выберем в качестве направляющей кривую Вивиани  (линия 

пересечение сферы и кругового цилиндра) (рис. 1). 

 
Рис.  1. – Чертеж кривой Вивиани 

Уравнение кривой  Вивиани имеет вид: 
2222 Rzyx =++ , 
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0≥z , 

где R – радиус сферы. 
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Рассмотрим пространственную 3-ткань с независимыми 

дифференциальными операторами 
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где  j =1, 2, 3. 

В каждой точке поверхности пересекаются три кривые разных 

семейств 3-ткани (рис. 2).   

 
Рис.  2. – Три-ткань на поверхности 

Средняя кривизна такой поверхности должна быть равна 0 по определению 

минимальной поверхности. Выражение средней кривизны для 3-ткани 

запишется так: 

 321 kkkH ++= ,                                 (2) 

где k1, k2, k3 – главные кривизны линий 1-го, 2-го и 3-го семейств. 

Если записать выражение средней кривизны поверхности через 

коэффициенты 1-й и 2-й квадратичных форм, то оно выглядит следующим 

образом:  

 2
2

FEG
GDDFDFH

−
−′′−′

= .  

Для того, чтобы выполнялись условия уравнения (2), необходимо, 

чтобы соблюдалось условие: 

0321 =++= kkkH . 
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 Тогда возможны следующие варианты выполнения такого условия: 

1) 321 kkk −=+ ; 

2) 231 kkk −=+ ; 

3) 132 kkk −=+ . 

Однако, известна теорема: «Все кривые, проходящие через данную 

точку поверхности с общей касательной и общей соприкасающейся 

плоскостью, имеют одну и те же кривизну». 

Следовательно, кривизна произвольной кривой на поверхности в 

заданной ее точке равна кривизне плоского сечения поверхности 

соприкасающейся плоскостью кривой. 

Для нашего случая в точке М 3-ткани (рис. 2) кривизна k3 линии 3-го 

семейства будет равна кривизне k2 линии 2-го семейства. Таким образом, из 

рассмотренных выше вариантов нужно выбрать следующий: 

 21 2kk −= . (3) 

Из уравнения (1) можно составить систему 
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Если задать 3-ткань функцией W (u1, u2, u3)  в области ее определения 

уравнением 
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, 

тогда кривизну ( )3,2,1=jk j  можно вычислить из уравнений 
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или 

111 lnWk ⋅∂= , 

222 lnWk ⋅∂= , 

333 lnWk ⋅∂= . 

Учитывая уравнение (3), условие минимальности поверхности запишем 

следующим образом 

2211 ln2ln WW ⋅∂−=⋅∂ , 

3311 ln2ln WW ⋅∂−=⋅∂ . 
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