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Исследование нелинейных волн на поверхности намагничивающейся 

жидкости бесконечной глубины 
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Аннотация: В статье решена задача о распространении нелинейных поверхностных волн 
в намагничивающейся жидкости бесконечной глубины. Зависимость частоты колебания 
волны от величины напряженности магнитного поля приведена на графиках. Найдены 
траектории движения частиц жидкости. Исследовано влияние магнитного поля на высоту 
волны. Результаты исследования могут быть использованы для расчета различных 
технических устройств и технологических процессов. 
Ключевые слова: поверхностные волны, намагничивающаяся жидкость, магнитное поле, 
волновое число, частота колебания волны, напряженность магнитного поля. 
 

Наиболее широко используемыми в практических приложениях 

намагничивающимися средами являются так называемые магнитные 

жидкости, изготавливаемые в настоящее время искусственным путем.  

Магнитные жидкости представляют собой смесь мельчайших частиц 

твёрдого ферромагнетика и обычной немагнитной жидкости, например, 

воды, керосина др. Намагничивающиеся жидкости, благодаря своим 

специфическим свойствам, находят в настоящее время самое разнообразное 

практическое применение [1-5], это стимулирует большое число 

исследований по изучению свойств полученных магнитных жидкостей [6-8]. 

В работах [9, 10] проведено экспериментальное исследование равновесных 

форм и устойчивости замкнутых объемов магнитной жидкости со свободной 

поверхностью в однородных и неоднородных магнитных полях. Было 

проведено исследование влияния магнитного поля на процесс обработки 

сточных вод гальванических производств и осадка [11]. 

Магнитные жидкости используют для разделения веществ, имеющих 

различную плотность в устройстве, называемом магнитным сепаратором.  В 

машиностроении, например, магнитные жидкости используют в качестве 
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смазки [12]. Для перекачки всевозможных жидкостей в космических 

аппаратах в состоянии невесомости также используются магнитные 

жидкости. Изучение поверхностных волн в контейнерах с жидкостью 

представляет интерес и в этом случае. 

Рассмотрим задачу о распространении нелинейных волн по свободной 

поверхности бесконечно глубокого слоя намагничивающейся жидкости в 

приложенном магнитном поле, параллельно горизонтальной оси. 

Движение неэлектропроводной намагничивающейся жидкости описывается 

уравнениями [13] 

( ) gpvv
dt
vd
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Здесь *ρ -плотность, *v -скорость, *p -давление, g -ускорение 

свободного падения, *H - напряженность магнитного поля, 1μ -магнитная 

проницаемость жидкости. 

Введем потенциал магнитного поля ( )****
iii H ϕϕ ∇= . Уравнения 
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где *
iH - возмущение поля; i=1,2;  *c - фазовая скорость; λπ /2=k -волновое 

число; λ- длина волны; ε-безразмерный малый параметр, который равен 
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*
maxξε k= -максимум функции *ξ , ),( **** txz ξ=  -уравнение свободной 

поверхности. 

В силу (3) имеем 
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С учетом (3) безразмерные уравнения примут вид: 

pvv
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Уравнения Максвелла  для магнитного поля: 
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Где zx ee , -единичные векторы осей x и z соответственно. 

Граничные условия в безразмерном виде записываются следующим 

образом: 
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Добавим условия на бесконечности: 

0lim =
∞→

v
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 ; 0lim 1 =
∞→z
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∞→z
H  (7) 

Будем предполагать также, что волна периодическая и ось направлена 

вдоль среднего уровня свободной поверхности: 
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Решение уравнений (4), (5) с граничными условиями (6) , (7) и 

ограничениями (8) ищем в виде рядов по малому положительному параметру 
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гдеn -фиксированное целое положительное число, волновое число k  считаем 

заданным; −21,μμ магнитная проницаемость жидкости. 

Рассмотрим линейную задачу, отвечающую параметру 0=ε . Полагая в 

уравнениях (4) и (6) 0=ε , находим уравнения 
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Граничные условия при 0=z : 

21 ϕϕ = ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

dx
dH

dx
dH xzxz

ξγμξγμ 1122 , 

2

22

11

2
1

22

2
2

dx
d

gv
kv

v
pH

gv
kv

H
gv

kv c
xx

m
xx

m ξξγμγμ ⋅=+−− ; 

dx
dvz
ξ

−=   (11) 

Выпишем решение линейной задачи: 

)cos(nx=ξ ; )sin()exp( nxnznvz ⋅⋅=  

)cos()exp(1 nxnzCnH xx ⋅⋅−= γ ; )sin()exp(1 nxnzCnH xz ⋅⋅−= γ  (12) 

)cos()exp(2 nxnzCnH xx ⋅−⋅−= γ ; )sin()exp(2 nxnzCnH xz ⋅−⋅= γ  
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Выражения (12) получены из решения линейной задачи (8) при ∞→1l , 

∞→2l . 

Выражение для фазовой скорости в размерном виде запишется 

следующим образом: 

( ) ( ) ( )
ρ
α

μμ
μμ

ηεηεηε k
k
gkv

kgvcc m
n ++

+
−

−=−=−=
21

2
21

2
1

2
2

2
2

2
2

0 )5,01(5,01/5,01   (13) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++−+

⋅−++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅+

⋅

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−−=

−

12312221
)1(

2121

2
)1(

2
)1(

1

21

2
2

21
)1(

2

37
2
12

4
251212

48
1

8
35,0

μμμμμμ

μμ
πρ

μμ
ρ
α

ρ
α

μμ
ρ

αμμ
πρ

η

KLA

kkgAkgA

kgkA

 

Здесь и далее полагаем 1=n . 

Учет членов с множителем 2ε  в (13) позволяет определить зависимость 

фазовой скорости от высоты волны, имеющей порядок 0( ε ). Зависимость 

фазовой скорости от высоты волны впервые установил Стокс для 

нелинейных гравитационных волн [14, 15]. 

При 0*
02
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01 == HH  и 0=α формула (13) переходит в выражение 
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При отсутствии магнитного поля в линейном приближении ( 0=ε ) из 

(13) следует: 
ρ
αk

k
gc +=  

Выражение (13) может быть записано также в виде дисперсионного 

уравнения, выражающего зависимость частоты колебания волны ( ck=ω ) от 

волнового числа k : 
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       (14) 

 

 
Рис.1а. Зависимость частоты колебания волны ( 0=ε ) от величины 

магнитного поля при 1,11 =μ ; 

 

 
рис.1б. Зависимость частоты колебания волны ( 01,0=ε ) от величины 

магнитного поля при 1,11 =μ ; 
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Рис.2а. Зависимость частоты колебания волны ( 0=ε ) от величины 

магнитного поля при 5,11 =μ ; 

 
Рис. 2б. Зависимость частоты колебания волны ( 01,0=ε ) от величины 

магнитного поля при 5,11 =μ  

На рис.1 и рис.2 приведены графики зависимости частоты колебания 

волны от величины магнитного поля для μ1=1.1 и μ2=1.5 соответственно, для 

различных длин волн (от 1 до 30 см), рассчитанные по формуле (14), при 
**

02
*
01 HHH == , 0=ε  (рис.2.2а, 2.3а) и 01,0=ε (рис. 2.2б, 2.3.б) для 

следующих значений параметров: α=50 дин/см; ρ=0,9 г/см3; g=980 см/с2; 

μ2=1. Из графиков видно, что при заданной длине волны частота с 

увеличением напряженности магнитного поля растет как в линейном, так и в 
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нелинейном приближении. В нелинейной волне ( 01,0=ε ) значение частоты 

несколько превышает ее значиние в линейном случае при одинаковых 

значениях длины волны и напряженности магнитного поля. При значениях 

λ>30 см частота практически перестает зависеть от напряженности 

магнитного поля и в линейном и в нелинейном случаях. С уменьшением 

длины волны крутизна графика увеличивается. Частота колебания волны 

увеличивается с увеличением магнитной проницаемости жидкости. 
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