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К расчету многоэтажной рамы с жесткими ригелями 
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Аннотация: Рассмотрена популярная в расчетной практике сдвиговая расчетная схема 

многоэтажного здания. Показано применение метода перемещений, когда за неизвестные 

принимаются взаимные перемещения этажей рамы. Указанный прием приводит к 

решению системы уравнений метода перемещений с верхней двухдиагональной матрицей, 

что позволяет получить аналитическое решение задачи.  
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трехдиагональная матрица, метод прогонки, взаимные перемещения, аналитическое 

решение системы уравнений. 

 

Рассмотрим популярную в статических [1], динамических расчетах [2] 

и, в частности, сейсморасчетах [3, 4] модель высотного здания в виде 

многоэтажной рамы с бесконечно жесткими ригелями ( EI ). Рама в 

уровне ригелей загружена горизонтальными силами 1F , 2F , …, nF . Сдвиговые 

жесткости этажей полагаем известными и равными 1k , 2k , …, nk  (рис. 1, а). 

Здесь EI  – жесткость ригеля на изгиб, n  – количество этажей. Отметим, что 

рассматриваемая расчетная схема позволяет смоделировать как малоэтажное, 

так и высотное здание со ступенчатым каркасом [5, 6]. 

Удобным методом расчета оказывается метод перемещений, в котором 

за неизвестные принимаются горизонтальные смещения  T21 nzzz z  

ригелей соответствующих этажей [2, 7] (рис. 1, б). Матрица жесткости такой 

системы имеет вид: 
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Грузовой вектор  T121 nnf FFFF  R . 
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Таким образом, задача расчета рамы сводится к решению системы 

линейных алгебраических уравнений:  

fRzR             (2) 

с трехдиагональной симметричной матрицей коэффициентов и вектором 

неизвестных z . Разработаны эффективные методы расчета таких систем 

уравнений, известные, как методы прогонки [8-10]. 
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Рис. 1. Однопролетная многоэтажная рама: 

а) расчетная схема; 

б) основная система метода перемещений

nz

1nz

z2

1z1F

2F

1nF

nF

а) б)

 
 

Покажем далее прием, позволяющий существенно упростить решение 

задачи. 

Примем в методе перемещений в качестве неизвестных взаимные 

перемещения ригелей рамы: 11
~ zz   – перемещения ригеля 1-го этажа 

относительно основания; 122
~ zzz   – перемещение ригеля 2-го этажа 

относительно ригеля 1-го этажа и т. д. Этот прием известен в строительной 

механике как «группировка неизвестных» [7]. 

То есть: 
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Матрица A  имеет обратную: 
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что позволяет записать:  

zAz ~1  
.          (3) 

Подставим (3) в (2) и получим систему уравнений относительно взаимных 

перемещений: 

fRzR ~
~ ,          (4) 

где 1~  ARR . 

При этом матрица R~  имеет следующий вид: 
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что позволяет сразу выписать решение системы уравнений (4) в виде 

следующих соотношений:  
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Или, коротко: 
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Имея взаимные перемещения ригелей, легко подсчитать абсолютные 

перемещения ригелей:  

11
~zz  ;  ),,3,2(~

1 nizzz iii   .     (6) 

Пример. Рассмотрим 4-х этажную раму с известной изгибной 

жесткостью колонн (рис. 2, а).  

Сдвиговые жесткости этажей равны 3122 iii hEIk   )4,3,2,1( i .  

На рис. 2, б, в, г, д для сдвиговой расчетной схемы здания приведены:  

«единичные» состояния основной системы метода перемещений, 

соответствующие единичному взаимному перемещению 1~ iz  и прочих 

взаимных перемещениях равных нулю; коэффициенты матрицы жесткости 

. На рис. 2, е показана матрица жесткости метода перемещений при таком 

выборе неизвестных. 

Расчет сводится к следующему: 

последовательно определяются взаимные перемещения  
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и, затем, абсолютные перемещения 
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На этом все. Система уравнений решена. 
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Рис. 2. Пример: а) расчетная схема; 

б), в), г), д) «единичные» состояния; 

е) матрица жесткости
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Или, коротко: 
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В общем случае решение для абсолютных перемещений можно представить в 

виде: 
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Таким образом, для определения абсолютных перемещений вместо 

цепочки вычислений (5), (6) можно сразу воспользоваться выражениями (7). 

Что, кстати, можно трактовать как аналитическое решение системы 

уравнений (2) с трехдиагональной симметричной матрицей специального 

вида (1).  
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Заключение. Для здания, расчетную схему которого можно 

представить в виде многоэтажной рамы с бесконечно жесткими ригелями, 

применение метода перемещений приводит к необходимости решения 

системы уравнений с трехдиагональной симметричной матрицей такой, что 

сумма коэффициентов всех столбцов/строк (кроме первого/первой) равна 

нулю. Применение метода перемещений в терминах «относительные 

перемещения этажей» позволило получить аналитическое решение 

указанной задачи. 
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