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Расчёт плоских стержневых систем с переменным по длине модулем 

упругости методом конечных элементов в форме смешанного метода 
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Аннотация: В статье предложен алгоритм расчёта плоских стержневых систем 
постоянного по длине поперечного сечения с переменным модулем упругости. Закон 
изменения модуля упругости может быть задан в явном виде или таблично. На основе 
метода конечных элементов в форме смешанного метода разработан специальный 
конечный элемент. Для вычисления элементов матрицы откликов и вектора грузовых 
коэффициентов используется процедура численного интегрирования. Приведены примеры 
расчёта консольных стержней в двух вариантах: с переменным по длине модулем 
упругости; и стержня, имеющего по длине три, пять и семь участков, выполненных из 
различных материалов. Приведено сравнение с результатами других авторов. Рассчитана 
плоская рама из четырёх конечных элементов с переменным модулем упругости. 
Ключевые слова: смешанный метод, конечный элемент, переменный модуль упругости, 
матрица откликов. 

 

Введение 

В настоящее время в практике строительного проектирования широко 

используются программные комплексы, реализующие в качестве «решателя» 

метод конечных элементов (МКЭ) в форме метода перемещений [1 – 3]. В 

программных продуктах ЛИРА САПР, SCAD OFFICE и др. для расчёта 

плоских стержневых систем используются конечные элементы (КЭ) 

постоянного по длине сечения [2] и линейно-переменного поперечного 

сечения в форме прямоугольника или составного двутавра [3]. Модуль 

упругости E  задаётся либо в виде числа в согласованных единицах 

измерения, либо опосредованно выбором соответствующего материала из 

имеющейся базы данных. В последние десятилетия в инженерной практике 

начали широко применяться новые материалы, имеющие переменные по 

длине характеристики (плотность, пористость, модуль упругости). Связанные 

с ними методы расчёта приведены в [4 – 7]. Расчёт конструкций из подобных 
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материалов с использованием программных комплексов [2, 3] требует 

деления каждого стержня по длине на большое число КЭ, в пределах 

которых характеристики материалов являются постоянными. При 

дальнейшем использовании проектирующих систем этот подход является 

неудобным, так как требует объединения большого числа КЭ в единый 

конструктивный элемент. В случае быстро осциллирующих характеристик 

материала остаётся открытым вопрос о назначении необходимого числа 

разбиения на КЭ. 

Цель исследования – разработка программно ориентированного 

алгоритма расчёта плоских стержневых систем с переменным по длине 

модулем упругости. 

Объект исследования – плоская стержневая система, находящаяся в 

условиях одного загружения, элементы которой сопрягаются между собой в 

узлах жёстко или шарнирно; очертания осей и условия опирания являются 

заданными. 

Материалы и методы 

В подавляющем большинстве программных комплексов, реализующих 

МКЭ для решения задач инженерного анализа в строительстве, данный метод 

используется в форме метода перемещений [1, 8]. В то же время рядом 

исследователей [9 – 11] развивается вариант МКЭ в форме смешанного 

метода. В предыдущих работах [12, 13] был предложен и программно 

реализован вариант МКЭ в форме смешанного метода, в том числе для 

расчёта плоских стержневых систем с элементами переменного по длине 

поперечного сечения. В работе [14] получены формулы для формирования 

матрицы откликов ][ *B  в местной системе координат и вектора грузовых 

коэффициентов }{D  для КЭ смешанного метода (рис. 1) с переменным по 

длине модулем упругости )(xE : 
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где элементы матрицы ][ *B  и вектора }{D  вычисляются по формулам: 
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.cossin α−α= yx qqq         (8) 

В формулах (2) – (8) обозначено: yx qq ,  – равномерно распределённые 

нагрузки, приложенные к конечному элементу; JA,  – площадь и осевой 

момент инерции соответственно. В указанных формулах все интегралы 

вычисляются численно по способу прямоугольников. 

Для составления разрешающей системы уравнений смешанного метода 

используются условия равновесия в виде равенства нулю реакций в 

наложенных на систему связях и условия совместности деформаций в виде 

равенства нулю перемещений по направлению отброшенных связей [1]. 

Перед формированием системы уравнений смешанного метода матрица 



Инженерный вестник Дона, №3 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2018/5111 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

откликов КЭ переводится из местной системы координат в общую с 

помощью матрицы направляющих косинусов ][C  и рассылается в общую 

матрицу откликов ][В  в соответствие с принятой нумерацией: 
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Рис. 1. – Схемы для определения элементов матрицы откликов 

и вектора грузовых коэффициентов 
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Затем учитываются условия закрепления и условия стыковки КЭ между 

собой [12]. По разработанному алгоритму рассчитано два примера из уже 

имеющихся в литературе [15, 16] и один новый пример. 

Результаты и обсуждение 

Пример № 1. Рассматривается консольная стойка [15], загруженная 

сосредоточенной силой F  с постоянным по длине  прямоугольным 

поперечным сечением hb×  и переменным модулем упругости ).(xE  Данная 

задача связана с бионическим изучением стеблей растений, жёсткость 

которых меняется от вершины к основанию по закону 

.0046,00754,092,0)( 0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

x
xExE       (9) 

Автором [15] предложена формула для вычисления прогиба на краю 

стержня, модуль упругости которого задан по закону (9), в виде 

.0579,1)(
0

3

JE
Fv =          (10) 

Для решения данного примера с использованием разработанного 

алгоритма смешанного метода были приняты следующие исходные данные: 

м,3,0=  см,3== hb  ,кН1,0=F  кПа.107
0 =E  Прогиб на краю консоли при 

величине момента инерции поперечного сечения 4см75,6=J , вычисленный по 

формуле (10), составил величину .мм23,4)( =v  При использовании 

разработанного КЭ смешанного метода был вычислен прогиб .мм195,4)( =v  

Пример № 2. Для консольной балки минимального веса [16] с 

постоянными по длине  размерами прямоугольного поперечного сечения 

hb×  требуется определить последовательность набора материалов, при 

которой прогиб на краю консоли от действия сосредоточенной силы F  не 

превышает заданной величины. Характеристики модулей упругости 

материалов, из которых может состоять балка, следующие: сферопластик 
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;кПа10027,0 8
1 ⋅=E  дюралюминий ;кПа1071,0 8

2 ⋅=E  титановый сплав 

;кПа102,1 8
3 ⋅=E  сталь ;кПа101,2 8

4 ⋅=E  медь .кПа1012,1 8
5 ⋅=E  Результаты 

вычисления прогиба )(v  при заданных числовых данных м,0,1=  см,10=b  

см,289,2=h кН5,0=F  приведены в табл. 1. 

Таблица № 1 

Величины прогибов, вычисленные для консольной балки 
с различными наборами материалов 

 

Число слоёв 
материалов 

Наименование 
материала 

Координата, м Прогиб ),(v  м 

начала конца Согласно 
[16] 

По предло-
женному 
алгоритму 

Три 
Титановый сплав 0 0,24 

0,0197 0,01973 Дюралюминий 0,24 0,86 
Сферопластик 0,86 1,0 

Пять 

Титановый сплав 0 0,14 

0,0198 0,01983 
Дюралюминий 0,14 0,16 
Титановый сплав 0,16 0,26 
Дюралюминий 0,26 0,86 
Сферопластик 0,86 1,0 

Семь 

Титановый сплав 0 0,16 

0,0199 0,01991 

Дюралюминий 0,16 0,2 
Титановый сплав 0,2 0,24 
Дюралюминий 0,24 0,26 
Титановый сплав 0,26 0,3 
Дюралюминий 0,3 0,86 
Сферопластик 0,86 1,0 

Пример № 3. Рассматривается плоская рама (рис. 2, а) с элементами 

прямоугольного поперечного сечения шириной ,см30=b  высотой см;60=h  

пролётом ,м6=L  высотой стоек ,м3=H  загруженная равномерно 

распределённой нагрузкой кН/м.10=q  Закон изменения модуля упругости 

задан в виде ),1()( 2
0 xExE +=  где .кПа105,2 7

0 ⋅=E  Требуется определить 



Инженерный вестник Дона, №3 (2018) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n3y2018/5111 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2018 

изгибающие моменты в сечениях рамы и вертикальное перемещение в 

середине пролёта. Схема нумерации узлов и КЭ показана на рис. 2, б. 

Результаты расчёта изгибающих моментов и прогибов представлены в 

табл. 2. Также в табл. 2 приведены рассчитанные величины при постоянной 

по длине элемента величине модуля упругости .)( 0ExE =  Данная задача 

рассчитывалась в программном комплексе ЛИРА САПР. Для случая 

переменного по длине КЭ модуля упругости каждый стержень делился на 10 

равных частей, в пределах которых модуль упругости задавался средним по 

величине в пределах участка. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. – Схемы для примера № 3: а) расчётная схема рамы; 

б) схема нумерации узлов и КЭ 

Таблица № 2 

Величины внутренних усилий и прогибов для рамы из примера №3 
 

Номер 
узла 

Изгибающие моменты в кНм 
при законе изменения )(xE  

Прогиб в середине пролёта 
рамы в мм при законе 

изменения )(xE  
)1()( 2

0 xExE +=  0)( ExE = )1()( 2
0 xExE +=  0)( ExE =

4; 5 32,91 (32,64*) 22,78 (22,44*) 0,170 (0,172*) 0,511 (0,521*) 2 12,09 (12,36*) 22,22 (22,56*) 
* – результаты, полученные в программном комплексе ЛИРА САПР 

Результаты расчёта, приведённые в табл. 2 свидетельствуют о том, что 

внутренние усилия и перемещения в конструкции с переменным и 

постоянным по длине элемента модулем упругости существенно отличаются 
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друг от друга, что позволяет, варьируя законом ),(xE ставить и решать задачу 

оптимального регулирования параметров напряжённо-деформированного 

состояния. 

Заключение 

В статье предложен алгоритм расчёта плоских стержневых систем с 

переменным по длине модулем упругости, основанный на МКЭ в форме 

смешанного метода. Алгоритм расчёта программно реализован на языке 

Object Pascal в среде визуального программирования Delphi 7. Результаты 

решения примеров свидетельствуют о корректной работе предложенного 

алгоритма. Показано, что направленно изменяя свойства материала, можно 

регулировать параметры напряжённо-деформированного состояния 

конструкции. 

Работа выполнена при поддержке государственного задания 

Министерства образования и науки РФ (номер проекта 7.8899.2017/8.9). 
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