
Инженерный вестник Дона, №1 (2023) 

ivdon.ru/ru/magazine/archive/n1y2023/8124 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2023 

Оценка вероятностных параметров  прогибов и усилий в 

железобетонной балке со случайными характеристиками, лежащей на 

статистически неоднородной полуплоскости 

 

П.Д. Деминов 

Национальный исследовательский Московский Государственный Строительный 

Университет, г. Москва 

 

Аннотация: В статье рассмотрена работа железобетонной балки, лежащей на упругой 

полуплоскости. Прочность бетона рассматривается как случайная величина, при этом 

начальный модуль упругости бетона и, соответственно, начальная жесткость балки 

принимаются функциями случайной кубиковой прочности бетона. Основание балки 

рассматривается как упругая стохастически неоднородная полуплоскость. Применяя 

метод канонических разложений случайных функций, получены вероятностные 

параметры плотностей распределения вероятностей прогибов балки, а также изгибающих 

моментов и поперечных сил в железобетонной балке, которые являются нестационарными 

случайными функциями. Это позволяет в дальнейшем определить вероятность 

наступления предельных состояний в железобетонной балке. 
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 Основные факторы, влияющие на работу строительных конструкций, в 

том числе на фундаментные конструкции, имеют вероятностную природу. 

Факторы, влияющие на перемещения и усилия в железобетонных 

фундаментных балках, можно разделить на три группы. К первой группе 

относятся грунты основания, которые обладают явно выраженными 

случайными свойствами [1]. Прочностные и деформационные 

характеристики бетона и арматуры составляют вторую группу параметров 

[2]. К третьей группе относятся вероятностные параметры нагрузок. 

 В работе [3] рассматривается работа железобетонной балки, лежащей 

на стохастическом основании, свойства которые описываются моделью 

Винклера-Фусса. Работа [4] посвящена  расчёту железобетонной балки со 

случайными параметрами, лежащей на статистически неоднородном 

основании с двумя коэффициентами постели В.З.Власова-П.Л.Пастернака. 

Коэффициенты постели в вышеуказанных моделях упругого основания 
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являются характеристиками, которые вычисляются косвенным путем, так как 

по результатам геологических изысканий определяются модуль деформации 

и коэффициент Пуассона грунта. Поэтому целесообразно рассмотреть работу 

фундаментных балок со случайными параметрами, лежащей на 

статистически неоднородном основании типа упругой полуплоскости. 

 Рассмотрим работу железобетонной балки в стадии без нормальных 

трещин. Начальная жесткость    которой принимается случайной величиной, 

являющейся функцией случайной кубиковой прочности бетона  . Кубиковая 

прочность бетона принимается случайной нормально распределённой 

величиной со средним значением     и дисперсией   . 

Начальная жёсткость  балки    принимается равной [5]: 

                                                                                                                       

Приведенный момент инерции      в (1) принимается равным: 

                  
  

     
            

где    и    моменты инерции бетонной и арматурной частей сечения 

балки, соответственно, а            – модуль упругости арматуры и 

начальный модуль упругости бетона, при этом    принимается 

детерминированной величиной, ввиду значительно меньшей изменчивости 

по сравнению с      . 

 Математическое ожидание и дисперсия модуля деформации бетона, 

если воспользоваться, например, формулой А.А. Гвоздева, запишем после 

линеаризации в районе математического ожидания     в виде (МПа): 

                        
          

      
             

   
          

         
 
 

                            

Приведённый момент инерции балки будем считать неслучайной 

величиной, вычисленной при       . 
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Тогда вероятностные характеристики нормального распределения 

начальной жесткости балки будут иметь вид: 

                   
          

      
      

            
   

          

         
 
 

         

 Модуль упругости полуплоскости      в общем случае представляет 

собой  случайную функцию координат   и  , т.е.                    

 Для упрощения дальнейших выкладок введём функцию            

обратную модулю упругости полуплоскости:  

                                       
 

          
                                             

 Для случайной функции          , изменяющейся одновременно по 

горизонтальной координате   и по глубине  , можно записать следующее 

равенство: 

                                                              
                                   

где             – математическое ожидание случайной функции           ; 

             
       – центрированная случайная составляющая функции           . 

 В том случае, когда            является стационарной случайной 

функцией, то её математическое ожидание             будет постоянной 

величиной и корреляционная функция случайной функции      
       будет 

зависеть только от разности координат. 

 Решение общей задачи о напряженно-деформированном состоянии 

стохастической упругой полуплоскости с нестационарным случайным 

двумерным модулем упругости представляет значительные математические  

трудности. Поэтому разные исследователи упрощали данную задачу разными 

способами. В работе [6] модуль упругости описывается стационарным 

случайным полем. В работе [7] для упрощения расчётов модуль упругости 

полуплоскости принимается стационарной случайной функцией координаты 
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 . В исследовании [8]       принимается стационарной случайной функцией 

координаты  . Мы же воспользуемся подходом, который предложен в работе 

[9], где модуль упругости полуплоскости принимается квазистационарной 

случайной функцией глубины. 

 Рассмотрим сначала случай конкретной реализации случайной 

кубиковой прочности бетона  . 

 Пусть модуль упругости полуплоскости       будет нормально 

распределённой квазистационарной случайной функцией координаты  . 

Представим модуль упругости полуплоскости в виде: 

                                                              
                                    

 Среднее значение модуля упругости полуплоскости           будем 

аппроксимировать экспоненциальной функцией: 

                                                       

  
 

  
                                                                  

 Введём для удобства выкладок функцию, обратную модулю упругости 

полуплоскости, и представим её в виде суммы среднего значения           и 

центрированной случайной части    
       

                                                            
                                            

 Среднее значение функции обратной модулю упругости грунта будет 

иметь вид: 

                                     
 

          
                                     

 Выбор функции вида (3) позволяет перейти от дифференциального 

уравнения с переменными коэффициентами к дифференциальному 

уравнению с постоянными коэффициентами и при этом хорошо 

аппроксимирует функцию модуля деформации грунта. Параметр   может 
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быть любим вещественным числом, а коэффициент    может быть любым 

неотрицательным числом. Коэффициент Пуассона      полуплоскости 

принимаем неслучайной величиной. 

 Центрированную случайную составляющую    
       функции          

представим каноническим разложением [10]: 

                                   
                                 

 

   

                          

                  
   

    
                                                            

              – глубина, на которой можно пренебречь напряжениями в 

полуплоскости; 

            и    – коэффициенты канонического разложения, которые являются 

некоррелированными гауссовыми центрированными случайными 

величинами. 

  Дисперсии    коэффициентов    и    будут равны:  

              
     

  
 

  
                                 

 

    
              

где       – спектральная плотность случайной функции    
      . 

 Решая уравнение неразрывности деформаций в напряжениях [11], 

которое описывает напряженное состояние полуплоскости, и используя 

подход, предложенный в [12], обобщая его на случайные функции при 

загружении балки неслучайной сосредоточенной силой    , приложенной 

в точке    , получаем  выражение для упругой линии балки, лежащей на 

полуплоскости [9]: 

                                                
 

 
 

                

                
 

 

 

                                           

здесь параметр       равен: 
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где        – центрированная случайная часть параметра      ; 

             – среднее значение параметра      , равное: 

                         
                                 

               
                                   

 В формуле (5) обозначено: 

                                 
        

 

 
                                  

                           
           

   

  
                                                

 Центрированная составляющая        параметра       будет иметь вид: 

                                                     

 

   

                              

где коэффициенты    и    являются функциями параметров              

 Линеаризация выражения (4) позволяет выделить математическое 

ожидание прогибов балки, лежащей на упругой полуплоскости: 

                                             
 

 
 

                 

                   

 

 

                                       

и центрированную случайную составляющую прогибов балки: 

            
 

 
 

              

                 

 

 

 
     

 
 

                     

                   

 

 

    

 При этом дисперсия прогибов балки будет равна: 
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 Дифференцируя выражения (6) и (7), получаем математическое 

ожидание и дисперсию изгибающих моментов в балке на упругой 

полуплоскости: 

                                      
     

 
 

                   

                   

 

 

                                    

         
   

     

  
   

 

   

   
                 

                   
 

 

 

       
                         

                      

 

 

 

 

     

      
                 

                   

 

 

       
                         

                      

 

 

 

 

        

 Дифференцируя выражения (8) и (9) получаем математическое 

ожидание и дисперсию поперечных сил в балке на упругой полуплоскости: 
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 Полученные перемещения и усилия в балке на упругом основании 

относятся к случаю, когда балка загружена неслучайной силой    , 

приложенной в начале координат. Выходной случайный процесс является 

нестационарным, так как и математическое ожидание и дисперсия являются 

функциями координаты  . 

 Полученные результаты можно обобщить, применяя принцип 

суперпозиции, на случай загружения балки системой   неслучайных 

сосредоточенных сил   , приложенных к балке с шагом  .  

 Кроме того, приведённые выше формулы для прогибов и усилий в 

железобетонной балке, лежащей на упругой стохастической полуплоскости, 

были получены при условии, что кубиковая прочность бетона и, 

следовательно, начальная жесткость балки получили конкретную 

реализацию. Но так как жесткость железобетонной балки принимается нами 

как случайная величина с параметрами распределения (2) и которая является 

функцией случайной кубиковой прочности бетона c нормальным 

распределением вида: 

                            
 

     

     
        

    
                              

с параметрами     и   , то для прогибов и усилий в балке будем иметь 

следующие выражения: 

 для математического ожидания и дисперсии прогибов балки получаем: 
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для математического ожидания и дисперсии изгибающих моментов в балке 

получаем: 

            
 

 
      

 

  

           
                       

                   

 

 

 

 

   

             

          
 

  
           

         

 

   

     
                      

                   
 

 

 

   
 

   

  

 

  

 

         
                               

                      

 

 

 

 

   

       
                      

                   
  

 

 

 

       
                                

                      

 

 

 

 

      

для математического ожидания и дисперсии поперечной силы в балке 

получаем: 
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       здесь        – сигнум-функция Кронекера [13]. 

       
 

  
          

     

 

  

    

 

   

   
                        

                   
  

 

 

   

 

   

        
                                  

                      

 

 

 

 

   

       
                      

                   
  

 

 

 

       
                                

                      

 

 

 

 

      

 

Заключение 

 Получены выражения для вероятностных характеристик плотностей 

распределения вероятностей прогибов,  изгибающих моментов и поперечных 

сил в железобетонной балке, лежащей на стохастически неоднородном 

основании, свойства которого описываются моделью упругой 

полуплоскости. При этом жесткость балки рассматривается как случайная 

величина, зависящая от случайной кубиковой прочности бетона. Выходные 

случайные процессы являются нестационарными случайными функциями. 

Знание прогибов и усилий позволяет в дальнейшем определить вероятность 

наступления предельных состояний в железобетонной балке. 
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