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Аннотация: Описана технология применения вариационного принципа в задачах 
разработки и испытаний сложных технических систем.  Путем варьирования 
функционала, включающего энтропию Шеннона и типовые ограничения на функцию 
плотности распределения определяющего параметра сложной технической системы, 
построены функции плотности распределения.  Показано, что в зависимости от вида 
ограничения построенная функция плотности распределения может иметь аналитический 
вид, выражаться через специальные математические функции или рассчитываться 
численно. Приведены примеры применения вариационного принципа для поиска функции 
плотности распределения. Представленная в статье технология применения 
вариационного принципа может быть использована в модели управления процессом 
самодиагностики интеллектуальных систем управления, обладающих машинным 
сознанием. 
Ключевые слова: вариационный принцип, функция плотности распределения, энтропия 
Шеннона, сложная техническая система. 

Введение 

Многие законы физики могут быть выведены из утверждения 

(принципа), что для действительного варианта развития исследуемого 

процесса определенная характеристическая величина достигает 

экстремального значения по сравнению с ее значениями для некоторых 

других возможных вариантов развития этого процесса. В качестве примеров 

можно привести вариационные принципы механики (принцип Даламбера, 

принцип Гаусса, принцип Гамильтона), вариационные принципы 

геометрической оптики (принцип Ферма), принцип относительности и т.д. [1-

3]. Принцип, как правило, является настолько общим, что из него могут быть 

выведены многие частные законы, которым подчиняется исследуемый 

процесс или система.  

В настоящей работе используется принцип максимума 
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неопределенности (принцип Джейнса), основанный на рассмотрении 

энтропии Шеннона [4,5]. Существенным отличием принципа максимума 

неопределенности является возможность получения оценок априорного 

распределения случайной величины [6,7] для таких информационных 

ситуаций, когда известны различные ограничения в виде вероятностной меры 

и отдельных моментных характеристик, задаваемых в форме равенств и 

неравенств. С математической точки зрения при использовании принципа 

максимума неопределенности учет таких ограничений приводит к 

необходимости решения классических и неклассических задач оптимизации.  

Поскольку на начальных этапах разработки сложных технических 

систем (СТС) [8,9], а также при формировании облика проектируемой 

системы c метрологическим обеспечением [10,11] количество доступной и 

достоверной информации крайне мало, то принцип максимума энтропии 

является одним из немногих методов, позволяющих получать некоторые 

обоснованные выводы на ранних этапах разработки СТС.  

Общая постановка задачи 

Пусть имеется некоторая совокупность ограничений, накладываемых 

на случайные величины в виде заданных статистических моментов и/или в 

виде ограничения некоторыми оценками сверху и снизу области возможных 

значений этих случайных величин. Ставится задача: не зная ничего, кроме 

этих ограничений, задаться для дальнейших исследований (в конечном счете, 

для оценки эффективности разрабатываемой СТС) некоторым 

распределением вероятности его определяющего параметра. 

Метод вариации функционала 

Основные этапы метода состоят в следующем: 

1. Задается функционал задачи и ограничения. 

2. Составляется свертка функционала и линейной комбинации 
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ограничений с использованием неизвестных множителей Лагранжа. 

3. Ищется экстремальное значение функционала путем его варьирования 

(первая вариация функционала приравнивается к нулю, в результате чего 

получается система алгебраических уравнений). При этом:  

-если удается найти множители Лагранжа в аналитическом виде, то строится 

функция плотности распределения в аналитической форме; 

-если не удается разрешить систему уравнений относительно множителей 

Лагранжа, то функция плотности распределения строится численно. 

4. Полученное решение проверяется на выполнение достаточного условия 

экстремума. 

Технология и результаты применения вариационного принципа 

Пример 1. Пусть известно, что область возможных значений случайной 

величины X ограничена: ),0( bx∈ , а первый момент x  (математическое 

ожидание) равен  SXE =][ . Найти распределение, обладающее максимальной 

энтропией. 

Решение. В качестве меры неопределенности также выберем энтропию 

Шеннона:  )(ln)( xfxfH −=  и составим функционал: 

[ ]∫ ∫ν+ν+−=
b b

dxxfdxxfxfxfL
0 0

10 )()()(ln)( .  

Вычислим вариацию и приравняем ее к нулю: 

[ ] [ ]∫∫ =δν+δν+δ−δ−=ν+ν+−δ=δ
bb

dxxfxfxxfxfxfxfdxxfxxfxfxfL
0

01
0

01 )()()(ln)()(ln)()()()(ln)(

0)()(
)(
)()()(ln)(

0
01 =








δν+δν+

δ
−δ−= ∫

b
dxxfxfx

xf
xfxfxfxf . 

Для определения множителей Лагранжа запишем два условия:   

1)(
0

=∫
b

dxxf ,   Sdxxfx
b

=⋅∫
0

)( . Проинтегрировав левую часть первого равенства с 
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учетом решения соответствующего уравнения Эйлера, выразим 0ν  через  1ν : 

                                        )1ln(ln1 1
10 −−+= beκνν                                             (1) 

Проинтегрировав левую часть второго равенства методом интегрирования по 

частям с учетом решения уравнения Эйлера, получим:  

                                           Sbe b
1

1 101 ννν =−++− .                                                 (2) 

Решая систему алгебраических уравнений (1),(2)  совместно,  получим : 

bS
S

b −
= ln1

1ν ,   





 −

−
−








−
+= 1lnln1ln10 bS

S
bS

S
b

ν    , 

Запишем выражение для функции плотности распределения: 

                                     bS
S

b
x

e

bS
S

bS
S

bxf −

−
−

−=
ln1

1

ln1

)( .                                            (3) 

Отметим, что условие нормировки на единицу от соответствующего 

интеграла выполнено. 

Таким образом, максимальной энтропией (максимальной 

неопределенностью,  «минимальным» произволом» при заданном 

ограничении в интервале );0( b  обладает распределение с плотностью  (3).  

Пример 2. Пусть известно, что область возможных значений случайной 

величины X ограничена )1,0(∈x , а ограничение имеет вид β
α

=∫
0

)( dxxf , где 

1<α .  Найти распределение, обладающее максимальной энтропией. 

Решение. Условие нормировки имеет вид: 1)(
1

0

=∫ dxxf .                                          

Будем максимизировать функционал: 

                     [ ]∫ ∫++−=
1

0 0
10 )()()(ln)(
α

νν dxxfdxxfxfxfL .                               

Представим )(xf в виде составной функции: 




∈
∈

=
)1,[,)(
),0(,)(

)(
2

1

α
α

xxf
xxf

xf . 
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Используя аддитивное свойство интеграла перепишем функционал 

задачи в виде: 

        [ ] [ ]∫ ∫ +−++−=
α

α

ννν
0

1

222211011 )()(ln)()()(ln)( dxxfxfxfdxxfxfxfL .           

Вычислим вариацию функционала и приравняем ее к нулю: 

      [ ] [ ] 01)(ln)(1)(ln)(
1

222
0

011 =+−−++−−= ∫∫
α

α

νδνδδ dxxfxfdxxfxfL . 

Поскольку )(1 xf   и  )(2 xf - неизвестные функции, а )(1 xfδ  и )(2 xfδ могут 

принимать произвольные значения), то равенство нулю возможно, если  

стоящее в квадратных скобках выражение равно нулю.  

Для участка α<< x0 : 01)(ln 01 =+−− νxf ,  откуда:   01
1 )( ν+−−= exf   и 

α
βν ln10 += .       Тогда 

α
β

=)(1 xf .  

Для участка 1≤≤ xα :  21
2 )( ν+−−= exf ,   

α
βν

−
−

+=
1
1ln12 ,   

α
β

−
−

=
1
1)(2 xf . Тогда:    

                                            








∈
−
−

∈
=

)1,[,
1
1

),0(,
)(

α
α
β

α
α
β

x

x
xf .                                          (4) 

Отметим, что условие нормировки для функции  )(xf  выполнено. 

Таким образом, максимальной энтропией (максимальной 

неопределенностью,  «минимальным» произволом» при заданном 

ограничении в интервале 10 << x  обладает кусочно-постоянная функция 

плотности распределения  (4). 

Пример 3. Пусть область возможных значений случайной величины X 

ограничена: ),( bax∈ , а математическое ожидание равно  SXE =][ . Найти 

распределение, обладающее максимальной энтропией. 

Решение. В качестве меры неопределенности также используем 

энтропию Шеннона. Величина 0ν , полученная в результате варьирования 

функционала, и решения соответствующей системы уравнений, имеет 
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достаточно громоздкий вид, и в настоящей работе не приводится.  

Соответствующая алгебраическая система уравнений:  





=−
−−+=

++−++− Saebe
ee

ab

ab

1
11

10
0101

11 )ln(ln1
ν

νν
νννν

νν

 

решалась численно, после чего также численно строилась функция плотности 

распределения )(xf .  

Отметим, что условие нормировки на единицу от соответствующего 

интеграла от функции плотности распределения также выполнено. 

Изложенный метод позволяет находить экстремальные распределения 

и для других ограничений. Некоторые результаты представлены в 

обобщенном виде в таблице. 

                Таблица. Результаты применения вариационного метода. 

№ Область 
значений 

Ограничения Плотность распределения 

1. )1,0(∈x  нет 1)( =xf  - равномерное распределение 

2 
),( ∞−∞∈x  mXE =][ , 222 ][ mXE +=σ  2

2

2
)(

2
1)( σ

σπ

mx

exf
−

−
=  - гауссовское 

распределение 

3. ),0( ∞∈x  
λ
1][ =XE  

xexf λλ −=)(  - экспоненциальное  
распределение 

4. ),( ∞−∞∈x  SXE =][  
xexf αα −=

2
)( - распределение Лапласа 

(двойное экспоненциальное 
распределение) 

5. ),0( ∞∈x  1][ SXE =  

2][lg SXE =  
xp

p

ex
pГ

xf αα −−= 1

)(
)( -  содержит гамма- 

функцию 

6. )1,0(∈x  1][lg SXE =  

2)]1[lg( SXE =−  ),(
)1()(

11

nmB
xxxf

nm −− −
= -  содержит бета-

функцию 

7. ),0( ∞∈x  SXE =][ α  S
x

e
ГS

xf α
α

α

αα
α −

=
)/1()(

)( /1  - содержит 

гамма-функцию 
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8. ),0( bx∈  SXE =][  bS
S

b
x

e

bS
S

bS
S

bxf −

−
−

−=
ln1

1

ln1

)(  

9. ),( bax∈  SXE =][  )(xf - непрерывная функция, 
рассчитывалась численно 

10. )1,0(∈x  β
α

=∫
0

)( dxxf  








∈
−
−

∈
=

)1,[,
1
1

),0(,
)(

α
α
β

α
α
β

x

x
xf  

11. )1,0(∈x  Sdxxxf =∫
α

0

)(  )(xf - кусочно-непрерывная функция,  
рассчитывалась численно 

 

В таблице в п.1-4  приведены аналитические выражения для функции 

)(xf , широко используемые в теории вероятностей и математической 

статистике; в п.5-7 - аналитические выражения для функции )(xf , 

задаваемые с помощью специальных математических функций (гамма и 

бета),  используемых в основном при решении практических задач теории 

надежности;  в п.8-11 – функции, типичные для задач разработки и 

испытаний СТС. 

Заключение и выводы 

 Вариационный принцип позволяет получить как широко используемые 

в теории вероятности и математической статистике законы распределения, 

так и специфические распределения, характерные для задач разработки и 

испытаний СТС.  

В зависимости от вида и характера учитываемых ограничений не 

всегда удается получить функцию плотности распределения в аналитической 

форме. Например, при учете ограничений на статистические моменты 

второго порядка и выше получаемая система алгебраических уравнений 

может быть решена, как правило, только численно, а выражения для 
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множителей Лагранжа могут включать специальные математические 

функции.  В этом случае функция плотности распределения )(xf  также 

строится численно. 

 Информационная ситуация, складывающаяся при проведении научных 

исследований, направленных на разработку СТС, отличается от 

информационной ситуации в статистической физике, механике и 

математической статистике прежде всего многообразием и формой задания 

исходной информации (ограничений). Поэтому вариационный принцип 

является эффективным инструментом получения новых знаний в задачах 

разработки и испытаний СТС, особенно на начальных этапах при крайне 

ограниченном объеме располагаемой информации. 

Представленная в статье технология применения вариационного 

принципа может быть использована в модели управления процессом 

самодиагностики интеллектуальных систем управления, обладающих 

машинным сознанием [12]. 
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