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Введение 

Высокая стоимость инерциальных приборов является основным пре-

пятствием для их использования в автомобильной навигации. Однако тех-

нология микроэлектромеханических систем (MEMS), интенсивно разви-

вающаяся в настоящее время, позволяет создавать дешевые инерциальные 

датчики и, таким образом, конструировать специальные инерциальные 

навигационные системы (ИНС) транспортных средств (ТС). Вследствие 

низкой точности подобных инерциальных систем предполагается их тес-

ная интеграция со спутниковыми навигационными системами (СНС) [1,2].   

Необходимость означенной интеграции обусловлена принципиально 

различным характером ошибок ИНС и СНС. Так, ошибки СНС обусловле-

ны нестабильностью частоты генератора приемника, наличием помех в ка-

нале передачи информации при прохождении сигнала через тропо- и ионо-

сферу,  неточностями эфемеридного обеспечения и некоторыми другими 

специфическими факторами.  Погрешности же ИНС не подвержены влия-

нию внешних факторов. Основным недостатком датчиков MEMS-типа яв-

ляется сравнительно низкая точность и зашумленность выходного сигнала. 

Поэтому интеграция указанных систем реализуется, в первую очередь, с 

целью периодической коррекции накапливающихся с течением времени 

ошибок навигационных определений ИНС по информации, получаемой от 

СНС [2-4]. 



Несмотря на то, что вопросам синтеза интегрированных навигацион-

ных систем "ИНС-СНС" в настоящее время посвящено достаточно боль-

шое количество работ,  проблема эффективного использования разнород-

ной измерительной информации для обеспечения заданной точности нави-

гационных определений именно произвольно движущегося транспортного 

средства всѐ еще остается весьма актуальной [1,2]. Это связано с методи-

ческими погрешностями существующего способа интеграции систем,  хо-

рошо отработанного для воздушных или морских транспортных средств и 

основанного на линеаризации как навигационных измерений, так и моде-

лей погрешностей измерителей [3].  Вследствие принципиального отсут-

ствия на сегодняшний день адекватных математических  моделей погреш-

ностей MEMS-датчиков, возможных для использования в течение дли-

тельных временных интервалов эксплуатации транспортных средств в со-

вершенно различных условиях, отсутствия заранее известных программ-

ных траекторий и отсутствия возможностей проведения периодических 

калибровок датчиков, такие подходы для автомобильной техники непри-

менимы.  

В рассматриваемом случае эффективными могут быть статистически 

оптимальные дискретные фильтры, синтезируемые на основе моделей 

движения транспортного средства и позволяющие по измерениям СНС 

непосредственно получать оценки навигационных параметров объекта [5]. 

Но для синтеза фильтра необходима адекватная модель движения ТС в ка-

нонической  векторной форме Ланжевена [6,7] 

   ξYFYFY tt ,, 0 ,                                      (1) 

где  tY  – вектор состояния непосредственно ТС;  tξ  – вектор белого гаус-

совского шума (БГШ) с известными характеристиками;  t,YF  и  t,0 YF – 

известные векторная и матричная функции соответствующих размерно-

стей. 



Ясно, что формирование моделей вида (1) на основе формализма за-

конов Ньютона в этом случае принципиально невозможно, так как основ-

ной проблемой является точность прогнозирования вида функций   t,YF  и 

 t,0 YF  на длительные периоды эксплуатации произвольного ТС.  Поэтому 

представляет несомненный научный и практический интерес рассмотрен-

ный далее синтез модели вида (1), адекватно отражающей процессы про-

извольного движения ТС и позволяющей эффективно использовать мето-

ды нелинейной фильтрации при тесной интеграции ИНС и СНС.  

1 Выбор систем координат 

Для описания движения произвольного транспортного средства будем 

использовать следующие правые системы координат (СК): гринвичскую, 

геодезическую, инерциальную и приборную [8]. 

Гринвичская СК Ое  вращается вместе с Землей. Начало ее коорди-

нат расположено в центре Земли, ось Oе направлена к Северному полюсу, 

ось Ое  располагается в плоскости Гринвичского меридиана, а ось Ое до-

полняет СК до правой. 

Начало геодезической горизонтной (сопровождающей) СК ОENh сов-

падает с центром масс (ц.м.) ТС. Эта СК связана с вектором γ нормальной 

силы тяжести, а отрезок hQO   является геодезической высотой места. 

Геодезическая широта   определяется как угол между нормалью к эллип-

соиду вращения и экваториальной плоскостью (), а  геодезическая долго-

та  – как угол между плоскостью  геодезического меридиана и плоско-

стью  нулевого, или Гринвичского меридиана.  

Оси невращающейся инерциальной СК О''' соответственно совпа-

дают с осями гринвичской СК в начальный момент времени движения ТС 

t0=0. 

Предполагается, что на ТС используется наиболее распространенная 

бесплатформенная  ИНС (БИНС), а измерительный блок включает три ли-



нейных акселерометра и блок гироскопов, построенный на трех датчиках 

угловой скорости (ДУС). Начало приборной СК  Cxyz расположено в ц.м. 

ТС, а оси направлены по ортогональным осям чувствительности приборов, 

входящих в состав измерителей БИНС.   

2 Стохастическая модель движения ТС в канонической                             

форме Ланжевена 

Для вывода модели ТС в самом общем виде, не предполагающем 

формализацию на основе законов Ньютона, воспользовались основным 

уравнением инерциальной навигации – уравнением для ускорения ц.м. ТС, 

измеряемого его акселерометрами [8]: 

gwn  a ,                                                     (2) 

где n  – вектор ускорения, измеряемого акселерометрами; aw  - абсолютное 

ускорение ц.м. ТС; g – вектор действительной удельной силы тяжести. 

Для связи линейной скорости V  перемещения ТС относительно Земли 

с ускорениями, измеряемыми акселерометрами,  в векторном уравнении 

(2) следует конкретизировать выражение для aw  с учетом вращения Земли 

и с учетом угловой скорости вращения самого ТС относительно Земли. Так 

как измерительный блок БИНС жестко связан с корпусом ТС, то вместо (2) 

следует использовать следующее векторное соотношение [8]: 

    gVωΩVn  2ω
 ,                                       (3)  

где Ω – вектор угловой скорости вращения Земли;  ωV  –  производная век-

тора линейной скорости V  в системе координат, вращающейся с угловой 

скоростью ω;    знак векторного произведения. 

Известно, что по информации об измеренных акселерометрами со-

ставляющих nx,  ny, nz  в осях связанного с измерительным блоком трех-

гранника Cxyz можно определить проекции nE,  nN, nh  этого же вектора n , 

но на оси горизонтного трехгранника  ОENh следующим образом: 
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где CEM  – матрица, определяющая ориентацию горизонтного и связанного 

с измерительным блоком приборного трехгранников. 

Далее учтем принятый разворот осей горизонтной (сопровождающей) 

СК ОENh  и  связанной с вектором Ω  угловой скорости вращения Земли 

гринвичской СК Ое и представим векторное произведение, входящее в 

(3),  в проекциях на оси ОENh  следующим образом: 
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Следовательно, согласно (3) и (5), проекции nE,  nN, nh  вектора  n на 

оси горизонтного трехгранника определяются следующими уравнениями: 

    ENhEE gVVVn  sinsin2cos2  ; 

  NhENN gVVVn   sinsin2 ;                            (6) 

  hNEhh gVVVn   cos2  , 

где -15 с102921167  , ; VE,  VN, Vh, EV , NV , hV  – восточная, северная и верти-

кальная составляющие линейной скорости и ускорения ц.м. ТС относи-

тельно Земли; gE,  gN, gh – составляющие вектора g .  

Учтем, что входящие в правые части  уравнений (6) угловые скорости 

эволюции широты и долготы могут быть представлены следующими зави-

симостями: 
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где  



 
 

 
h

e

ea
h,RR 




  2322

2

sin1

1
;          

 
h

e

a
h,RR 



  2122sin1

; 

е – эксцентриситет эллипсоида (на территории России принят эллипсоид 

Красовского и е2
=0,0066934). 

Записав уравнения (6) в векторном виде 

   
 
  h

N

E

NE

hE

Nh

h

N

E

h

N

E

g

g

g

VV

VV

VV

V

V

V

n

n

n























cos2

sinsin2

sinsin2cos2

,        (8) 

и учитывая (4), определим составляющие ускорения ц.м. ТС относительно 

Земли следующим образом: 
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Для выражения составляющих   gE,   gN,   gh в дифференциальных урав-

нениях (9) через параметры состояния ТС воспользуемся следующими из-

вестными равенствами [3]: 

gEg  ;     gNg  ;     ggh  , 

где  





2222

22

sincos

sincos

ba

bа pe
 –  нормальная сила тяжести на поверхности 

земного эллипсоида; 7809,e  , 8329,p   (м/с
2
)  величины нормальной си-

лы тяжести на земном экваторе и полюсе;   ,gg ,   ,gg ,  

  ,gg   известные в точке расположения ТС восточная и северная со-

ставляющие уклонения отвесной линии, а также аномалия силы тяжести 

соответственно;  а, b – большая и малая полуоси модели земного эллипсои-

да. 



Для представления модели движения ТС в замкнутом каноническом 

виде необходимо дополнить уравнения (7), (9) очевидным дифференци-

альным уравнением для высоты места ТС 

hVh  ,                                                        (10) 

а также уравнениями, задающими эволюцию его углового движения отно-

сительно ц.м. и позволяющими сформировать матрицу  tCEM .  

Вопрос рационального выбора кинематических параметров для опи-

сания углового движения ТС достаточно подробно отражен в современной 

литературе. Известно, что недостатками использования  углов Эйлера (или 

Эйлера-Крылова) являются нелинейность кинематических уравнений и 

наличие особых точек, а недостатком использования матриц направляю-

щих косинусов (Пуассона) или параметров Родрига-Гамильтона – необхо-

димость нормировки кинематических уравнений при их численном инте-

грировании. В тоже время, преимуществом последних двух видов кинема-

тических параметров является линейность уравнений и, хотя кинематиче-

ских уравнений Пуассона больше (их 9), чем уравнений Родрига-

Гамильтона (их 4), целесообразно выбрать именно первые.  

Параметры Родрига-Гамильтона сравнительно просто выражаются 

через географические координаты ТС (углы Эйлера-Крылова), но обратная 

задача, решаемая при комплексировании БИНС и СНС, является несрав-

ненно более сложной и неоднозначной [2, 5]. Более того, использование 

уравнений РГ оправдано на больших временных интервалах автономного 

функционирования ТС. В рассматриваемом же случае временные интерва-

лы дискретного получения измерительной информации СНС для коррек-

ции БИНС достаточно малы [2,9]. 

Поэтому определение компонентов  tECM  будем осуществлять непо-

средственно интегрированием матричного уравнения Пуассона: 

CEbCECE
~~ MωωMM  ,                                       (11) 
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где b
~ω –  кососимметрическая матрица, соответствующая вектору угловой 

скорости вращения приборного трехгранника; x, y, z – измеряемые ДУ-

Сами составляющие вектора угловой скорости вращения связанной с из-

мерительным блоком приборной СК Cxyz; γ
~ω  – кососимметрическая мат-

рица, соответствующая вектору угловой скорости вращения горизонтного 

трехгранника ОENh; E,  N, h  – составляющие вектора угловой скорости 

вращения горизонтного трехгранника ОENh.  

Начальные значения компонент матрицы  0tCEM  могут быть при этом 

определены на основе известных начальных значений углов курса 

  KtK 0 , продольных    0t  и боковых    0t  отклонений ТС, опреде-

ляющих взаимную ориентацию измерительного Cxyz  и горизонтного трех-

гранника ОENh (вопросы начальной выставки БИНС в статье не рассматри-

ваются):  
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Составляющие E, N, h, входящие в (11), можно определить через 

параметры состояния ТС на основе следующих уравнений: 
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Таким образом, замкнутая модель движения транспортного средства 

по поверхности Земли в осях горизонтной (сопровождающей) системы ко-

ординат имеет вид (7), (9), (10), (11).  В качестве исходной информации 

служат измеряемые акселерометрами составляющие zyx nnn ,,  вектора ка-

жущегося ускорения и показания блока ДУС – составляющие zyx  ,,  

вектора угловой скорости   вращения приборной системы координат (СК) 

на свои оси. Модель следует из основного уравнения инерциальной нави-



гации, не требует конкретизации характеристик транспортного средства и 

учитывает процесс его текущего произвольного движения. 

В то же время ясно, что измерения датчиков БИНС сопровождаются 

случайными погрешностями. Поэтому для формирования модели, адекват-

ной реальному процессу движения произвольного транспортного средства 

по поверхности Земли, необходимо учесть стохастический характер изме-

рений. Каждая конкретная БИНС, до ее установки на транспортное сред-

ство, подлежит предварительной тщательной калибровке и, следовательно, 

допустимо использовать следующее, наиболее общее представление моде-

лей выходных сигналов акселерометров и ДУСов:  

  i
n
ii wztn  ;       iii vzt       ( z.y,xi  ),                   (12) 

где n
iz , 

iz  – реальные выходные сигналы акселерометров и ДУСов (с уче-

том смещений нуля и масштабных коэффициентов датчиков); w, v – белый 

гауссовский шум (БГШ) с нулевым средним и известной дисперсией. Из-

вестно, что даже в случаях негауссовских шумов измерений, модели вы-

ходных сигналов датчиков всегда могут быть представлены в форме (12) 

посредством построения формирующих фильтров и расширения вектора 

состояния [6,7].  

Тогда дифференциальные уравнения (9) имеют вид: 
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а, с учетом зависимостей (12), первое слагаемое в уравнении (11) – вид: 
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Для окончательного представления стохастической модели движения 

ТС в каноническом виде преобразуем матричное дифференциальное урав-

нение (11), учитывая (14), в векторную форму. Для этого воспользуемся 

правилом составления вектора  υ
CEM  размерности 91 по элементам мат-

рицы CEM , введенном в работе [10]: 
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где 1
CEM , 2

CEM , 3
CEM  – столбцы матрицы CEM , а также приведенными в 

работе [10] преобразованием 
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и свойством кронекеровского произведения матриц:  

b0

b

0b

bI  , 

где  υ
CEM  – матрица 93, составленная из столбцов матрицы CEM ; v0  – 

нуль-вектор 31; I, b  – соответственно, единичная и произвольная матри-

цы размерностей 33 (результирующая матрица здесь имеет размерность 

99); – символ кронекеровского произведения. 

Тогда: 
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где   h,,V,V~~
NEγγ ωω . 

Проведенные преобразования позволяют записать стохастическую 

модель движения произвольного ТС в требуемой векторной форме Ланже-

вена (1) следующим образом: 

     tt,t;, ξYFZYFY 0 ;     0YY 0t ,                          (16) 

где   
 EhNE ,V,V,V,h,, CMY  – вектор размерности 151;  zn

x zz ,,Z   – 

вектор размерности 61 выходных сигналов акселерометров и ДУСов 

БИНС;  υ
M  – вектор, составленный из компонент матрицы Пуассона; 

т
zyxzyx vvvwwwξ  - вектор БГШ с известными характеристика-

ми, а матричная  t,YF0  156 и векторная  t;ZY,F  151 функции имеют, 

соответственно, вид: 
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Особенности уравнений (16) следующие. Во-первых, они имеют 

наиболее общий характер, и полученная модель может быть использована 

для описания любого транспортного средства, произвольно движущегося 



по поверхности Земли, причем, на любом этапе времени его эксплуатации. 

Во-вторых,  модель достаточно точно отражает динамику объекта, так как 

включает реальные измерения БИНС и учитывает модели погрешностей 

датчиков. И, в-третьих, обеспечена возможность реализации методов не-

линейной дискретной фильтрации при тесной интеграции БИНС и СНС 

для высокоточной оценки навигационных параметров ТС.  

3 Пример численного моделирования 

Для обоснования реализуемости рассмотренного подхода и оценки 

адекватности синтезированной модели выполнено численное моделирова-

ние. Задавалось два вида движения ТС в горизонтной СК ОENh на времен-

ном интервале t=[0; 900]с: 

- равномерное движение по окружности радиусом 50 км с постоянной 

скоростью 90 км/ч;  

- то же самое движение по окружности, но с имитацией тряски авто-

мобиля, моделировавшейся описанием углов  t  и  t  высокочастотными 

гармоническими функциями. 

Для обоих случаев рассчитывались исходные функции навигацион-

ных параметров исх(t) и  исх(t).  

С целью определения потенциальной точности модели вначале были 

выполнены типовые алгоритмы "эталонных" измерений БИНС и опреде-

лены функции nx(t), ny(t), nz(t)  без учета шумовых составляющих датчиков.  

Далее, с учетом полученных функций, интегрировались детерминирован-

ные уравнения (7), (9), (10), (11) с шагом 0,1с. Полученные таким образом 

эволюции навигационных параметров  для обоих вариантов движения ТС 

э(t) и  э (t) сравнивались со значениями исх(t) и  исх(t): 

     tqtqtq эисхм  ,    ,q . 

В итоге вышло, что на конец временного интервала моделирования 

ошибки местоопределения ТС на поверхности Земли по меридиану и ши-



роте не превышали 2 м.  (Полную окружность на поверхности Земли 

транспортное средство при указанных условиях совершает за 12567 с.  За 

этот период времени погрешности местоопределения объекта не превыша-

ли 100 м). 

Ошибки  tм ,  tм  являются методическими и объясняются следу-

ющим. Имитируемые дискретные выходные значения датчиков (на данном 

этапе nx,  ny, nz) рассчитывались в алгоритме "эталонных" измерений и запи-

сывались, как и принято, в файл измерений и, естественно, с тем же шагом 

0,1 с, что и выбираемый далее шаг интегрирования уравнений (7), (9), (10), 

(11). Понятно, что измерения nx,  ny, nz в общем случае являются функциями 

времени. Однако в схеме численного интегрирования (например, Рунге-

Кутта) в течение шага интегрирования эти величины, выбираемые из уже 

сформированного файла измерений, являются постоянными и не пересчи-

тываются. Эта особенность и обуславливает вышеуказанные методические 

погрешности. В то же время известно, что за счет соответствующего выбо-

ра шага интегрирования и, следовательно, частоты съема измерений 

БИНС, определяемых из условий и частотных характеристик движения 

ТС, данная методическая погрешность может быть практически сведена к 

нулю. Например, при моделировании уменьшение шага интегрирования на 

порядок (до 0,01 с) приводило к уменьшению методических ошибок при-

близительно в 8-9 раз. 

С целью моделирования реальных выходных сигналов датчиков далее 

на "эталонные" измерения согласно  (12) накладывали аддитивный БГШ. 

Значения шумовых составляющих определялись из технических характе-

ристик MEMS-датчиков L3G42000D (ДУСов) и LSM303DLH  (акселеро-

метров). 

С учетом полученных таким образом функций n
iz , 

iz   zyxi ,,  с тем 

же шагом интегрировались уже стохастические  уравнения (16). Вслед-

ствие шумов измерителей ошибки местоопределения ТС существенно вы-



росли и на 900-й секунде составляли уже около 8000 м. При этом  вид мо-

делируемого движения ТС (равномерное или с "тряской") практически не 

влиял на конечные результаты. 

Анализ проведенных численных исследований подтвердил коррект-

ность выполненных рассуждений и адекватность синтезированной стоха-

стической модели реальным процессам произвольного движения ТС. По-

добные модели могут быть использованы для построения нелинейных 

фильтров при тесной интеграции ИНС и СНС с целью оптимальной оцен-

ки текущих навигационных параметров ТС [11]. 

Результаты исследований, изложенные в данной статье, получены при 

финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации проекта 

«Создание высокотехнологичного производства для изготовления ком-

плексных реконфигурируемых систем высокоточного позиционирования 

объектов на основе спутниковых систем навигации, локальных сетей ла-

зерных и СВЧ маяков и МЭМС технологии» по постановлению правитель-

ства №218 от 09.04.2010 г. Исследования проводились в ФГАОУ ВПО 

ЮФУ. 
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