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Аннотация: Статья посвящена рассмотрению методов многокритериальной оптимизации 

по Парето, построенных на основе генетических алгоритмов. Рассмотрены методы NSGA-

III и AGE-MOEA-II, дан их сравнительный анализ. Полученные результаты важны как для 

теоретических исследований в области генетических алгоритмов, так и для практического 

применения в инженерии и других сферах, где многокритериальная оптимизация играет 

ключевую роль.  
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Введение 

В последние десятилетия большую популярность у разработчиков 

информационных систем самого разного назначения получают алгоритмы, 

построенные как аналоги биологических процессов. К таким алгоритмам 

относятся и так называемые эволюционные вычисления, в частности, 

генетические алгоритмы. Генетические алгоритмы (ГА) применяются для 

решения задач оптимизации, область их применения постоянно расширяется. 

Достаточно традиционными сферами применения ГА являются различные 

задачи, связанные с составлением планов перевозок [1] или планированием 

действий [2, 3]. В то же время ГА становятся инструментом для 

исследования и развития других методов [4]. Широкое распространение ГА 

приводит к необходимости создания новых модификаций алгоритмов, 

обеспечивающих эффективное решение оптимизационных задач, что, в свою 

очередь, делает данный класс алгоритмов не инструментом, а объектом 

исследований [5, 6].  

Генетические алгоритмы являются мощным инструментом для работы 

в больших и сложных пространствах поиска, поскольку они имитируют 

процессы естественного отбора и генетических изменений, позволяя 
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одновременно исследовать множество потенциальных решений. Это 

обеспечивает эффективный поиск по широкому диапазону возможных 

решений и способствует нахождению оптимальных ответов даже в условиях, 

где традиционные методы оптимизации могут быть неэффективны. Такая 

способность адаптироваться и исследовать различные варианты делает ГА 

эффективными решения для сложных задач, где пространство поиска 

решений обширно и/или имеет сложную структуру.  

Для решения задач оптимизации ГА используют закодированную 

последовательность параметров, представленную в виде набора чисел – так 

называемую «цепочку ДНК». Таким образом, этот класс алгоритмов 

представляет высокую гибкость и адаптивность, так как специфика 

прикладной задачи кодируется в ДНК, необходимости изменения самого 

алгоритма не возникает. 

Так же важную роль в поиске подходящего решения (или набора 

решений) играет способ задания целевой функции (фитнесс-функции, 

функции приспособленности). Данная функция используется для оценки 

степени пригодности того или иного решения относительно других решений.  

В случае решения многокритериальных задач оптимизации для оценки 

полученных решений используется так называемый фронт Парето [7-9]. 

Парето-фронт представляет из себя множество решений, каждое из которых 

удовлетворяет условию «оптимальности по Парето» [10, 11]. При решении 

задачи оптимизации по M параметрам (критериям) фронт Парето является 

множеством точек в пространстве R
M

, каждая из которых представляет из 

себя решение, которое нельзя улучшить по одному критерию, не ухудшив по 

другому. С задачей построения Парето-фронта сталкивается покупатель, 

когда выбирает товар по критерию «оптимальные цена – качество». 

В работе [12], опубликованной в 2015 году, выполнен сравнительный 

анализ генетических алгоритмов SPEA, SPEA2, VEGA, FFGA, NSGA, 
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использующих оптимальность по Парето. В данной работе рассмотрим пару 

алгоритмов NSGA-III и AGE-MOEA-II, каждый из которых использует 

недоминируемую сортировку популяции для построения Парето-фронтов. 

Алгоритм NSGA-III (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) [13] 

разработан в 2012 году и успешно используется зарубежными 

исследователями для решения прикладных задач [14, 15]. Адаптивный 

алгоритм AGE-MOEA-II (Adaptive Geometry Estimation based Many Objectives 

Evolutionary Algorithm) опубликован в 2022 году [16]. В русскоязычном 

сегменте статьи, связанные с данными алгоритмами, практически 

отсутствуют. Так, например, в библиотеке eLibrary на запрос по AGE-MOEA-

II находится только одна работа [17].  

Прежде чем переходить к изложению полученных авторами 

результатов сравнительного анализа алгоритмов NSGA-III и AGE-MOEA-II, 

приведем краткое их описание. 

Алгоритмы NSGA-III и AGE-MOEA-II 

Как всякий генетический алгоритм, NSGA-III состоит из выполнения 

подготовительного этапа – формирования начальной популяции, а затем 

основного этапа – циклов по развитию популяции, получению новых 

поколений. Считаем, что выполнено t циклов алгоритма, т.е. сформировано 

поколение Pt.  

Псевдокод алгоритма NSGA-III из оригинальной статьи представлен на 

рисунке 1.  

Цикл формирования (t+1) -го поколения состоит из следующих шагов: 

1) выполняются операции скрещивания и мутации, в результате 

которых генерируется поколение потомков Pt+1 на основе родительской 

популяции Pt; 

2) проводится недоминируемая сортировка популяций Pt и Pt+1. На 

этом шаге производится анализ решений и выборка тех решений, для 
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которых выполняется критерий эффективности по Парето – ни один из 

критериев не может быть улучшен без ухудшения другого критерия; 

 

3) если количество особей (решений) равно размеру популяции, то 

считаем, что поколение Pt+1 построено. В этом случае оно передается в 

основную программу для проверки условия завершения вычислений; 

4) если количество особей отличается от размера популяции, то 

выполняются действия, записанные в строках 12-17 псевдокода (рис. 1): 

4.1) проводится нормализация решений и создание опорного 

множества. Нормализация проводится для значений целевой функции по 

норме пространства Lp, в результате нормализации все значения 

располагаются в диапазоне [0;1]. Опорное множество получается проекцией 

 

Рис. 1 – Псевдокод алгоритма NSGA-III 
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точек на гиперплоскость, проходящую через крайние точки фронта. Данный 

шаг позволяет значительно ускорить нахождения оптимальных решений; 

4.2) нормализованные решения связываются («ассоциируются») с 

опорными точками из опорного множества (рис. 2). На данном шаге 

производится оценка расстояния от полученного решения до ближайшей 

опорной точки; 

  

Рис. 2 – Ассоциация решений с опорными точками 

4.3) выполняется добавление в поколение Pt+1 решений, максимально 

близких к опорному множеству. 

Детальное описание реализации шагов алгоритма можно найти в 

работах [13, 18, 19]. 

Алгоритм AGE-MOEA-II так же строится на нахождении множества 

недоминируемых решений, описывающего в некотором смысле оптимальный 

Парето-фронт. В AGE-MOEA-II для определения характеристик Парето-

фронта использован итерационный метод Ньютона-Рафсона. Метод 

Ньютона-Рафсона применяется для решения нелинейного уравнения, 

задающего условие нахождения наиболее близкой к идеалу точки в 

пространстве R
N

. Данное условие задается для целевой функции, причем 

используется метрика Lp.  

Второе ключевое отличие алгоритма AGE-MOEA-II от его 

предшественников заключается в том, что для вычисления расстояний между 

недоминируемыми решениями предложено использовать величину, 
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построенную как приближенный аналог геодезического расстояния на 

искривленных топологических пространствах. 

Псевдокод алгоритма, взятый из оригинального доклада, представлен 

на рисунке 3. 

 

Рис. 3 – Псевдокод оригинального алгоритма AGE-MOEA2 

Заметим, что в отличие от рисунка 1, на котором приведена процедура 

формирования одного поколения, код с рисунка 3 написан более крупными 

шагами и включает этап формирования начальной популяции. Реализация 

шагов описана в работе [16]. 

Вычислительные эксперименты 

Для оценки результатов работы алгоритмов многокритериальной 

оптимизации среди разработчиков популярностью пользуется ресурс DTLZ 

[20, 21]. DTLZ – набор тестов для многокритериальных задач с 

масштабируемыми размерами приспособленности, получивший свое 
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название в честь авторов Деба, Тиле, Лауманна и Зицлера (Deb, Thiele, 

Laumanns and Zitzler). Все задачи в этом наборе тестов представляют собой 

непрерывные N-мерные многокритериальные задачи. Для каждой задачи 

определено количество локальных минимумов, а также известен глобальный 

минимум, что позволяет однозначно оценить результат работы алгоритма. 

В данном исследовании тестирование проводилось на задаче DTLZ1.  В 

DTLZ1 требуется найти решение задачи: 

      
 

 
                          

       
 

 
                              

  

        
 

 
                         

      
 

 
                     

на множестве                          . Здесь через     

обозначен вектор, состоящий из           компонент,     

              , а функция        задана следующим образом: 

                                                

     

   

   

Оптимальное по Парето решение данной задачи равно                   , 

а значения целевой функции      
       

             лежат на 

гиперплоскости 

   
      

 

   
 

Количество локальных минимумов целевой функции равно (11N – 1), 

где N – длина цепочки ДНК особей генетического алгоритма, в связи с этим 

возникает сложность в сходимости к глобальному решению (оптимальному 
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Парето-фронту).  

Для проведения вычислений авторами данной работы генетические 

алгоритмы NSGA-III и AGE-MOEA-II реализованы на языке 

программирования Rust. Язык Rust относительно новый язык 

программирования, его производительность сравнима с 

производительностью языка C++. Построение графиков выполнено с 

помощью библиотеки pymoo. Для расчета опорных точек использован 

алгоритм Das-Dennis, так же реализованный в данной библиотеке. 

В вычислительных экспериментах задавались следующие значения 

параметров задачи: 

количество целей (размерность целевой функции) M= 3; 

длина цепочки ДНК N=4; 

размер популяции – 91; 

условие остановки – достигнута тысячная итерация. 

Решения, найденные с помощью алгоритма NSGA-III, представлены на 

рисунке 4. На данном рисунке четко прослеживается упорядоченность 

найденных решений, область значений покрыта равномерно, глобальный 

минимум достигнут. 
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Рис. 4. – Парето-фронт, найденный с помощью NSGA-III 

На рисунке 5 построены решения, полученные с помощью алгоритма 

AGE-MOEA-II.  

 

Рис. 5. – Парето-фронт, найденный с помощью AGE-MOEA-II 

На данном рисунке также отчетливо видно, что глобальный минимум 

достигнут, однако решения упорядочены хуже, явно прослеживается 

неравномерное распределение по области значений. 

Таким образом, можно сделать вывод, что в проведенных 

экспериментах NSGA-III показал себя более стабильным алгоритмом для 

решения задач с большим количеством локальных минимумов. Однако стоит 

обратить внимание, что для получения результатов NSGA-III использует 

опорные точки, а при увеличении размерности задачи количество опорных 

точек будет возрастать экспоненциально, что потребует огромного запаса 

оперативной памяти для выполнения программы. AGE-MOEA-II не зависит 

от количества целей, что позволяет решать более сложные задачи с 

меньшими вычислительными ресурсами. С другой стороны, если область 

допустимых значений известна, либо может быть предсказана с допустимой 

точностью, предпочтительнее использовать NSGA-III, так как AGE-MOEA-II 
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производит равномерной распределение решений по всей области лучшего 

Парето-фронта. 

Заключение 

В рамках проведенного исследования выполнен сравнительный анализ 

алгоритмов NSGA-III и AGE-MOEA-II, предназначенных для решения задач 

многокритериальной оптимизации. Результаты тестирования показали, что 

оба алгоритма эффективно справляются с задачами многокритериальной 

оптимизации, каждый демонстрируя свои уникальные преимущества в 

различных аспектах работы. Однако, поскольку анализ был ограничен только 

одним тестовым набором, выводы о полных возможностях алгоритмов 

остаются частичными. Это указывает на необходимость проведения более 

глубокого и разностороннего исследования с использованием различных 

тестовых наборов, что позволит более точно оценить их применимость и 

эффективность в различных условиях. 

Полученные результаты важны как для теоретических исследований в 

области генетических алгоритмов, так и для практического применения в 

инженерии и других сферах, где многокритериальная оптимизация играет 

ключевую роль. Они способствуют дальнейшему развитию и улучшению 

методов многокритериальной оптимизации, открывая путь для новых 

исследований и новаций в этом направлении. 
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