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цилиндра 
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Аннотация: Разработана методика определения напряженно-деформированного 
состояния толстостенных полимерных цилиндрических оболочек, находящихся в 
условиях плоского напряженного состояния с учетом температурных воздействий и 
деформаций ползучести. В качестве закона связи между напряжениями и деформациями 
используется нелинейное уравнение Максвелла–Гуревича. Решение выполняется 
численно методом конечных элементов.  
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Рассматривается толстостенный цилиндр, находящийся в условиях 

плоского напряженного состояния (ПНС). Температура цилиндра, а также 

модуль упругости и все релаксационные характеристики материала являются 

функциями от радиуса r  и времени t . Решение данной задачи методом 

конечных разностей для однослойного цилиндра приводится в работах [1–6]. 

В настоящей статье задача решается при помощи метода конечных 

элементов, который позволяет рассчитывать и многослойные цилиндры. 

Связь между напряжениями и деформациями для плоского 

напряженного состояния имеет вид: 

( ) ;1 T
E rrr Δ++−= ∗ αενσσε θ  

( ) ,1 T
E r Δ++−= ∗ αενσσε θθθ        (1) 

где ∗
rε , ∗

θε  — деформации ползучести. 

Перепишем соотношения (1) в матричном виде: 
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Выразим из (2) напряжения через деформации: 
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Будем использовать одномерный элемент с двумя узлами и одной 

степенью свободы в узле — перемещением u вдоль радиуса (рис. 1). 

 
Рис. 1. — Одномерный КЭ плоской осесимметричной задачи 

Связь между перемещениями и деформациями для осесимметричной 

задачи имеет вид: 
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Для перемещений в пределах элемента принимаем линейную 

аппроксимацию: 

{ }{ },)( UNNuNuNru jijjii =+=       (5) 
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Подставив (5) в (4), получим: 
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Потенциальная энергия деформации элемента записывается в виде: 
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где { } { } { }вel εεε −=  — упругая деформация. 

Подставим (3) и (6) в (7), считая, что вынужденные деформации в 

пределах элемента постоянны: 
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Применяя принцип минимума полной энергии Э, получим: 
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где А — работа внешних сил; ∫=
2
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T drrBDBK π  — матрица жесткости; 
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в drrDBF επ  — вклад в вектор нагрузки вынужденных 

деформаций; { }F  — вектор внешних узловых нагрузок. 

Была решена модельная задача для цилиндра из ЭДТ–10 с внутренним 

радиусом a = 8 мм, внешним радиусом b = 28 мм. В качестве уравнения связи 
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между напряжениями и деформациями ползучести использовалось 

нелинейное уравнение Максвелла–Гуревича [7–9]. Эмпирические 

зависимости модуля упругости и релаксационных констант от температуры 

были взяты из работы [10]: 

];МПа[315030];МПа[35255.17 +−=+−= ∞ TETE  

].чМПа[104430];МПа[75.4011.0 0275.0
0 ⋅⋅=+−= −∗∗ TeTm η   (10) 

Температуру в формулу (10) следует подставлять в градусах Цельсия. 

Коэффициент температурного расширения для ЭДТ–10: 
С0

5 1108 −⋅=α . 

Температура цилиндра на внешней поверхности была постоянной — 

CTb
028= , а на внутренней росла в течение 1.2 часа от C028 до C0100  с 

постоянной скоростью.  

На рис. 2 и 3 представлены соответственно графики распределения в 

толще цилиндра напряжений rσ  и θσ  в моменты времени t = 0.4 ч (черная 

линия), t = 1.2 ч (красная линия) и t = 13.4 ч (фиолетовая линия). Штриховой 

линией показано упругое решение. 

Из представленных графиков видно существенное влияние ползучести 

материала на напряженно-деформированное состояние цилиндра. Как 

напряжения rσ , так и напряжения θσ  с течением времени по абсолютной 

величине убывают. Кроме того, меняется и характер кривых )(rrσ  и )(rθσ . 

На кривой )(rrσ  экстремальное значение смещается от внутренней 

поверхности ближе к середине толщи цилиндра. 
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Рис. 2. — Распределение напряжений rσ  в толще цилиндра 

 
Рис. 3. — Распределение напряжений θσ  в толще цилиндра 
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