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Аннотация: Разработан метод квазиоптимального синтеза многорежимной системы 

синхронизации на основе условия максимума функции обобщенной мощности. 

Эффективность ее функционирования в режиме захвата демонстрируется на основе 

математического моделирования. Результаты показали высокую устойчивость к 

возмущениям и снижение ошибки синхронизации многорежимной системы в 

установившемся режиме.  
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Введение 

Задача построения систем фазовой синхронизации остается актуальной 

по настоящее время [1–3]. Для этого широко используются методы теории 

автоматического управления [4,5]. Это прежде всего связано с 

исключительной сложностью решения исходной стохастической задачи 

синтеза, которую на основе метода двухэтапной оптимизации сводят к 

последовательности детерминированных задач с применением упрощающих 

гипотез [6,7]. Использование линейных математических моделей дает 

возможность применения развитого математического аппарата теории 

устойчивости, символического метода, частотных методов синтеза и т.д. 

Однако, в режиме захвата и в условиях регулярных возмущений 

классические варианты петли обратной связи могут не обеспечивать 

необходимой эффективности систем фазовой синхронизации, что требует 

синтеза корректирующего управления. Один из его вариантов реализуется в 

виде релейного управления, чтобы «в соответствии с принципом управления 

обеспечить изменение знака мгновенной расстройки по частоте» [8], но 

достаточно сложно провести оценку близости такого решения к 
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оптимальному. В тоже время задача квазиоптимального синтеза 

корректирующих управлений для функционирующих в условиях 

возмущений систем фазовой синхронизации может быть сформулирована как 

экстремальная задача синтеза многорежимного управления. Анализ 

известных исследований показывает, что конструктивные результаты ее 

решения могут быть получены на основе объединенного принципа 

максимума (ОПМ). 

В данной работе в качестве исходной системы рассматривается система 

фазовой автоподстройки частоты (ФАПЧ) с однозвенным RC-фильтром и 

корректирующей петлей авторегулирования, синтезированной с 

использованием объединенного принципа максимума [9]. Это решение 

обеспечивает снижение времени захвата, а также расширение полосы захвата 

и удержания в сравнении с ФАПЧ с однозвенным RC-фильтром. Резервом 

повышения эффективности функционирования системы [10, 11] является 

снижение ошибки синхронизации с учетом помех. 

Целью работы является повышение эффективности ФАПЧ [12] в 

условиях регулярных возмущений на основе решения экстремальной задачи 

квазиоптимального синтеза многорежимного управления с использованием 

ОПМ. 

Объединенный принцип максимума 

Рассматривается голономная управляемая динамическая система, 

интеграл действия которой имеет вид [13] 
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работа обобщенных внешних сил; T

1 1[ ( , , ),..., ( , , )]Q Q=Q q q u q q u  – 

непрерывный по совокупности переменных вектор обобщенных сил; 

T

1[ ,..., ]mu u=u  – вектор управления; (0)q , ( )tq  – соответственно начальное и 

текущее состояние вектора обобщенных координат; dim dim ;n m=  =q u  T – 

знак транспонирования, точкой обозначена производная по времени. 

Положим, что движение системы из начального состояния 

 T T

10 0 10 00, (0) [ ,..., ] , (0) [ ,..., ]n nt q q q q= = =q q  (2) 

в конечное  T T

1 1 11 1 11 1, ( ) [ ,..., ] , (0) [ ,..., ]n nt t t q q q q= = =q q  (3) 

под действием управляющего воздействия u удовлетворяет соотношению, 

аналогичному принципу Гамильтона-Остроградского для интеграла 

действия (1) 
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где   – бесконечно малая величина, не являющаяся вариацией 

величины А [13] 
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Если данное требование выполняется, то для системы справедливы 

уравнения Лагранжа второго рода [13] 
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Пусть задана скалярная знакопостоянная функция ( ),F q  непрерывная 

по частным производным на всей области определения. Сформулируем 

задачу оптимального уравнения: определить вектор-функции ( ),u q q  и q(t), 

доставляющие минимум функционалу 
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 G , uu   

где  Gu
 – замкнутое множество допустимых управлений. 

Рассмотрим расширенный функционал следующего вида [14–16]: 

 ( )( )
1

0

( ) ,

t

J F T A dt= +  + q  (6) 

где    – множитель Лагранжа. Пусть G uu  – произвольное 

допустимое управление. Тогда, если u  доставляет минимум функционалу 

(6), необходимо чтобы его вариация была неотрицательна 

0J   

для любых допустимых вариаций u . Решение такой экстремальной задачи 

сформулировано в форме условия максимума функции обобщенной 

мощности [14–16]  
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где  gradF=V , и выполняются условия трансверсальности 
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Из этих соотношений выражение для оптимальной обобщенной силы 

sQ  получает вид 

  1 , 1, ,s s s sQ p V s n−=   − =   

где 
s  – синтезирующая функция [14–16]. Показано, что 

соответствующий закон управления определяется выражением 
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откуда в силу (5) динамическая модель [17] 

 ( ), , .s s s

s s
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Q q p
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 (8) 

Аппроксимация модели управляемого движения на основе принципа 

инвариантности Лагранжиана [16] позволяет привести (8) к линейному 
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дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными 

коэффициентами [14]: 

 
1 1 0,  1, .s ss s sq a q V s n− −+  +  = =  (9) 

Синтез многорежимных систем синхронизации на примере систем фазовой автоподстройки частоты, 

функционирующих в условиях возмущений 

На рис. 1 показана структурная схема простейшей системы ФАПЧ, 

которая включает фазовый дискриминатор (ФД), петлевой фильтр (ПФ), 

подстраиваемый генератор (ПГ). Крутизна характеристики подстраиваемого 

генератора определяет полосу удержания y  [18–20]. 

 

Рис. 1. – Структурная схема простейшей системы ФАПЧ  

Выбирая в качестве петлевого фильтра однозвенный RC-фильтр, 

получим нелинейное дифференциальное уравнение, описывающее систему 

ФАПЧ [18–20] 

 
2

у н2
( ) ,F

d d
T F

dt dt

 
+ +  =   (10) 

где ( )t  – разница фаз сигнала и подстраиваемого генератора; ( )( ) sinF  =   

– выход фазового дискриминатора, 
н  – разность угловых частот сигнала и 

подстраиваемого генератора в начальный момент времени t0, начальные 

условия ( )0 0( ), ( )t t  , 
FT  – постоянная времени. В уравнении (10) работа 

системы ФАПЧ второго порядка описывается без учета шума и 

детерминированных помех. Данное уравнение допускает представление в 

форме уравнения Лагранжа второго рода. Следовательно, может быть 

поставлена задача синтеза многорежимного управления для ФАПЧ на основе 
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объединенного принципа максимума: требуется определить вектор 

допустимых управлений ,u U  переводящий систему 

 ( )у н  sin uT++  = +  (11) 

из начальной произвольной точки фазового пространства ( )0 0( ), ( )t t   в 

конечную ( )0,0  и доставляющий минимум функционалу 

 
1 2

0
.

t

J dt=   (12) 

Исследуется случай, когда ФАПЧ имеет два режима функционирования. 

Тогда в соответствии с [21] многорежимное управление может быть 

представлено как допустимые управления 
1u  и 

2u , следующие одно за 

другим. 

Очевидно, что в режиме захвата в начале функционирования или при 

воздействии регулярных неконтролируемых воздействий большой 

интенсивности корректирующее управление должно быть максимально 

допустимым, т.е. решение экстремальной задачи (11), (12) следует выбирать 

среди кусочно-постоянных функций. Режим функционирования ФАПЧ 

реализуется c использованием (7): 

 

( )( )

1 1

у 1 1

у

н 1 у

1 sign ,  const,

1
s n .

 

i

T
u

D
U

L

u
T

− −
  

  +   =   +   

 =  − −− 

=

 (13) 

Выражение (13) определяет режим функционирования ФАПЧ и в случае 

«проявлении признаков кризисного развития процесса …» [8]. 

В режиме синхронизации целесообразно использовать аппроксимацию 

(9): 

 ( ) ( )( )1

н у

1
1 sin .

T

−=  −  + − −    

Результаты математического моделирования представлены на рисунках 

2 и 3, где обозначены кривые, которые соответствуют ФАПЧ с 

корректирующей петлей авторегулирования [12, 22, 23] (темно-серая линия 
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на рисунке 2 и сплошная на рисунке 3) и ФАПЧ с многорежимным 

управлением (светло-серая линия на рисунке 2 и пунктир на рисунке 3). В 

целях проведения сравнительного анализа выбраны следующие значения 

параметров: 0,014 с;T =  21рад/с;y =  5;U =  1
1 0,5;− =  0,001; =  1;D =  

4;L =  2; =  
1 4.− =  Анализ результатов расчетов позволяет утверждать, что 

ФАПЧ с новым многорежимным управлением  позволяет снизить фазовую 

ошибку в установившемся режиме в условиях эксперимента на 47% в 

сравнении с (13). При этом в условиях отсутствия возмущений 

обеспечивается нулевая фазовая ошибка, что позволяет использовать 

полученное решение для построения прецизионных измерителей дальности и 

скорости. 

 

Рис. 2. – Фазовый портрет ФАПЧ 
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Рис. 3. – Ошибки синхронизации 

Заключение 

Разработан метод квазиоптимального синтеза многорежимных систем 

синхронизации в условиях регулярных возмущений на основе объединенного 

принципа максимума. Проведено исследование функционирования 

синтезированной многорежимной системы синхронизации в условиях 

возмущений. Установлено, что ее использование обеспечивает высокую 

устойчивость решения задачи захвата фазы и снижение фазовой ошибки в 

установившемся режиме в сравнении с ФАПЧ [12]. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках 

научных проектов № 19-01-00151 A, 18-01-00385A, 18-08-01494А, 19-31-

90134 Аспиранты. 
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