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 Рассматривается построение асимптотических разложений волновых 

полей на примере задачи сдвига для упругой двухслойной полуплоскости 

при гармонических колебаниях. Актуальность проблемы определяется 

многочисленными приложениями моделей слоистых полуограниченных сред 

при описании динамического поведения зданий и сооружений на 

многослойных основаниях, слоистых композитов, конструкций дорожных 

одежд и др. [1-3]. В качестве большого параметра в рассматриваемом 

подходе выступает расстояние от источника колебания до предполагаемой 

точки наблюдения с учетом переотражения волн от границы раздела слоев 

структуры. Приведены результаты численных расчетов.  

Рассмотрим процесс возбуждения и распространения установившихся 

гармонических колебаний в двухслойной полуплоскости, описываемой в 

декартовой системе координат: 
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Рис. 1 . 

 под действием заданных на границе сдвиговых усилий: 

);(),( yTyhxz =−τ    ∈y Ω     (1) 



 

Решение задачи в соответствии с принципом суперпозиции [4] сводится к 

определению трех функций напряжений ( ) 3,2,1, =kX k α , преобразованных по 

Фурье [5]  из граничных условий и условий сопряжения сред, что приводит к 

системе линейных алгебраических уравнений 
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Операторы ijK , ijP -алгебраические. Несложно после обращения системы (2) 

получить соотношения 
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При этом jΔ  и  Δ  как функции параметра  α  зависят также от толщины 

поверхностного слоя h .  

Функции перемещений среды восстанавливаются из интегрального 

представления вида [1,6]: 
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При проведении асимптотического анализа интеграла (3) зависимость 1X  от 

h  накладывает ограничения на выбор параметра разложения. Для проведения 

такого анализа система (2) может быть решается методом последовательных 

приближений [7]. Для этого вводится параметр ε , качественно отвечающий 

за связь решений путем учета многократных переотражений волн от границ 

слоя. 
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Решение системы (2) можно получить из решения (4) путем 

предельного перехода  при 1→ε . 



 

Будем разыскивать неизвестные jX  по степеням ε : 
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Подставляя разложение (5) в систему (4) и приравнивая слагаемые при 

различных степенях ε , получим рекуррентные соотношения (6)  
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Откуда имеем в явном виде 
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С использованием полученного представления (6) проведем 

асимптотический анализ интеграла (3) для поля перемещений в 

полуплоскости, представив функцию )(1 αX  в виде ряда  

( ) )12(exp)()( 2
1

11 hkiXX
k
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Для каждого члена ряда, поменяв порядок операций интегрирования и 

суммирования,  применяется метод стационарной фазы. При этом  

осциллирующие экспоненты hkie 2)12( σ−  должны быть внесены в фазовую 

функцию. 
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Для каждого k  показывается, что существует единственная невырожденная 

стационарная точка в диапазоне ( ]0,1θ− , для которой можно получить 

асимптотическую оценку по параметру ( )222 )12( hkyxk −++=λ   [8]. По 

физическому смыслу слагаемые  ),()(
1 yxW k  соответствуют цилиндрическим 

волнам, 12 −k  раз отраженным (преломленным) от границ поверхностного 

слоя [9].  

 Отметим, что аналогично асимптотический анализ волновых полей 

может быть осуществлен и для точек слоя при 1>>h . Однако к получаемым 

представлениям следует добавить вклад от поверхностных волн Лява [10]. 

 В качестве примера на рис. 2 представлена зависимость модуля 

перемещений точки полуплоскости с координатами: =x 0.7, =y 0.7  при 

изменении толщины поверхностного слоя.  Сплошной линией нанесено 

точное решение, штриховой − асимптотика для тонких слоев, штрих-

пунктирной − асимптотика с учетом первого переотражения волн от границ 

слоя, пунктирной  − с учетом  4-х слагаемых поля в формуле (7).   

 

 
Рис. 2. - 11 =θ ,   2.0=γ  
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